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�­­®² ¶¨¿

� ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ±¥¬¥©±²¢  ¬ ²°¨¶, £®«®¬®°´­® (£« ¤ª®) § ¢¨±¿¹¨µ ®²

¢¥ª²®°  ª®¬¯«¥ª±­»µ (¢¥¹¥±²¢¥­­»µ) ¯ ° ¬¥²°®¢. �. �. �°­®«¼¤®¬ (1971 £.)

¡»«¨ ­ ©¤¥­» ­®°¬ «¼­»¥ ´®°¬» ±¥¬¥©±²¢ ª®¬¯«¥ª±­»µ ¬ ²°¨¶ (¬¨­¨¢¥°-

± «¼­»¥ ¤¥´®°¬ ¶¨¨), ª ª®²®°»¬ ¯°¨¢®¤¨²±¿ «¾¡®¥ ±¥¬¥©±²¢® ¢ ®ª°¥±²­®±²¨

­¥ª®²®°®© ²®·ª¨ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ £« ¤ª® § ¢¨±¿¹¥© ®² ¯ ° ¬¥²°®¢ § ¬¥­» ¡ §¨-

±  ¨ £« ¤ª®© § ¬¥­» ¯ ° ¬¥²°®¢. �¨­¨¢¥°± «¼­»¥ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ

¬ ²°¨¶ ¡»«¨ ¯®«³·¥­» �. �. � «¨­»¬ (1972 £.). � ­ ±²®¿¹¥© ° ¡®²¥ ¯°¥¤-

« £ ¥²±¿ ¬¥²®¤ ­ µ®¦¤¥­¨¿ ´³­ª¶¨©, ®¯¨±»¢ ¾¹¨µ § ¬¥­³ ¡ §¨±  ¨ § ¬¥­³

¯ ° ¬¥²°®¢, ¯°¨¢®¤¿¹¨µ ¯°®¨§¢®«¼­®¥ ±¥¬¥©±²¢® ª ¬¨­¨¢¥°± «¼­®© ¤¥´®°¬ -

¶¨¨. �³­ª¶¨¨ ­ µ®¤¿²±¿ ¢ ¢¨¤¥ °¿¤®¢ �¥©«®° , £¤¥ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ´³­ª¶¨© ¯®

¯ ° ¬¥²° ¬ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¨§ °¥ª³°°¥­²­»µ ±®®²­®¸¥­¨© ·¥°¥§ ¯°®¨§¢®¤­»¥

½²¨µ ´³­ª¶¨© ¡®«¥¥ ­¨§ª®£® ¯®°¿¤ª  ¨ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ¯°¨¢®¤¨¬®£® ±¥¬¥©±²¢ .

�°¨¢¥¤¥­» ¯°¨¬¥°».

�®«³·¥­­»¥ °¥§³«¼² ²» ° ±¸¨°¿¾² ª°³£ ¢®§¬®¦­»µ ¯°¨«®¦¥­¨© ¬¨­¨-

¢¥°± «¼­»µ ¤¥´®°¬ ¶¨© ª ¨±±«¥¤®¢ ­¨¾ ° §«¨·­»µ ±¢®©±²¢ ±¥¬¥©±²¢ ¬ ²°¨¶.

�²® ¯®ª § ­® ¢ ­ ±²®¿¹¥© ° ¡®²¥, £¤¥ ­ ©¤¥­» ª ± ²¥«¼­»¥ ª®­³±» ª ®¡« ±²¨

³±²®©·¨¢®±²¨ («¨­¥©­»¥ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¿) ¢ ²®·ª µ ¥�¥ £° ­¨¶».

Abstract

A. A. Mailybaev, Transformation of matrix families to normal forms and

its application to stability problems, Fundamentalnaya i prikladnaya matematika

vol. 5 (1999), Â 4, p. 1111{1133.

Families of matrices, smoothly dependent on a vector of parameters, are consid-

ered. V. I. Arnold (1971) has found normal forms of families of complex matrices

(miniversal deformations), such that any family of matrices in the vicinity of a point

can be transformed to them by smoothly dependent on the vector of parameters

change of basis and smooth change of parameters. Miniversal deformations of real

matrices have been studied by D. M. Galin (1972). In this paper a method of deter-

mining functions describing change of basis and change of parameters, transforming

arbitrary family to the miniversal deformation, is suggested. The functions are

�³­¤ ¬¥­² «¼­ ¿ ¨ ¯°¨ª« ¤­ ¿ ¬ ²¥¬ ²¨ª  1999, ²®¬ 5, Â 4, ±. 1111{1133.

c
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�§¤ ²¥«¼±ª¨© ¤®¬ \�²ª°»²»¥ ±¨±²¥¬»"
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found as Taylor series, where derivatives of the functions are determined from a re-

current procedure using derivatives of these functions of lower orders and derivatives

of the family. Examples are given.

The results obtained allow to use miniversal deformations for investigation of

di�erent properties of matrix families more e�ciently. This is shown in the paper,

where tangent cones to the stability domain (linear approximations) at boundary

points are found.

�¢¥¤¥­¨¥

� ° ¡®²¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ±¥¬¥©±²¢  ª®¬¯«¥ª±­»µ ¨ ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ ¬ -

²°¨¶ A, £®«®¬®°´­® (£« ¤ª®) § ¢¨±¿¹¨µ ®² ¢¥ª²®°  ª®¬¯«¥ª±­»µ (¢¥¹¥±²¢¥­-

­»µ) ¯ ° ¬¥²°®¢ p. �§¢¥±²­®, ·²® ±°¥¤¨ ¢±¥µ ±¥¬¥©±²¢ ¬ ²°¨¶ ¬®¦­® ¢»¤¥-

«¨²¼ ² ª¨¥, ª ª®²®°»¬ ¯°¨¢®¤¨²±¿ «¾¡®¥ ±¥¬¥©±²¢® ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ­¥ª®²®°®£®

§­ ·¥­¨¿ ¢¥ª²®°  ¯ ° ¬¥²°®¢ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ £« ¤ª® § ¢¨±¿¹¥© ®² ¯ ° ¬¥²°®¢

§ ¬¥­» ¡ §¨±  ¨ £« ¤ª®© § ¬¥­» ¯ ° ¬¥²°®¢ [1{3]. � ª¨¥ ±¥¬¥©±²¢  ­ §»¢ -

¾²±¿ ¢¥°± «¼­»¬¨ ¤¥´®°¬ ¶¨¿¬¨. �¥°± «¼­»¥ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ± ¬¨­¨¬ «¼­»¬

¢®§¬®¦­»¬ ·¨±«®¬ ¯ ° ¬¥²°®¢ (­®°¬ «¼­»¥ ´®°¬») ­ §»¢ ¾²±¿ ¬¨­¨¢¥°-

± «¼­»¬¨. �¨­¨¢¥°± «¼­»¥ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ ª®¬¯«¥ª±­»µ ¬ ²°¨¶ ¡»«¨ ­ ©¤¥­»

�. �. �°­®«¼¤®¬ [1{3]. �¬ ¡»«® ¯®ª § ­®, ·²® ¬¨­¨¢¥°± «¼­ ¿ ¤¥´®°¬ ¶¨¿,

ª ª®²®°®© ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ²®·ª¨ p = p

0

¯°¨¢®¤¨²±¿ ±¥¬¥©±²¢® A(p), ®¯°¥¤¥«¿-

¥²±¿ ¦®°¤ ­®¢®© ±²°³ª²³°®© ¬ ²°¨¶» A(p

0

). �¨­¨¢¥°± «¼­»¥ ¤¥´®°¬ ¶¨¨

¢¥¹¥±²¢¥­­»µ ¬ ²°¨¶ ¡»«¨ ­ ©¤¥­» �. �. � «¨­»¬ [4].

�®¯°®± ® ²®¬, ª ª ­ µ®¤¨²¼ ´³­ª¶¨¨, ®¯¨±»¢ ¾¹¨¥ § ¬¥­³ ¡ §¨±  ¨ § -

¬¥­³ ¯ ° ¬¥²°®¢, ¯°¨¢®¤¿¹¨¥ § ¤ ­­®¥ ±¥¬¥©±²¢® ¬ ²°¨¶ ª ¬¨­¨¢¥°± «¼­®©

¤¥´®°¬ ¶¨¨, ¤® ­ ±²®¿¹¥£® ¬®¬¥­²  ®±² ¢ «±¿ ®²ª°»²»¬. �²»±ª ­¨¥ ½²¨µ

´³­ª¶¨© ±®±² ¢«¿¥² ¢ ¦­³¾ · ±²¼ § ¤ ·¨ ¯°¨¢¥¤¥­¨¿ ±¥¬¥©±²¢  ¬ ²°¨¶ ª

­®°¬ «¼­®© ´®°¬¥ ¨ ­¥®¡µ®¤¨¬® ¤«¿ ½´´¥ª²¨¢­®£® ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¿ ­®°¬ «¼-

­»µ ´®°¬. � ±²®¿¹ ¿ ° ¡®²  ¯®±¢¿¹¥­  °¥¸¥­¨¾ ½²®© § ¤ ·¨. � ­¥© ¯°¥¤-

« £ ¥²±¿ ª®­±²°³ª²¨¢­»© ¬¥²®¤ ®²»±ª ­¨¿ ¨±ª®¬»µ ´³­ª¶¨© ¢ ¢¨¤¥ °¿¤®¢

�¥©«®° , £¤¥ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ´³­ª¶¨© ¯® ¯ ° ¬¥²° ¬ (®¯°¥¤¥«¿¾¹¨¥ ª®½´´¨¶¨-

¥­²» ¤«¿ ·«¥­®¢ °¿¤ ) ­ µ®¤¿²±¿ ¨§ °¥ª³°°¥­²­»µ ±®®²­®¸¥­¨© ·¥°¥§ ¯°®-

¨§¢®¤­»¥ ½²¨µ ´³­ª¶¨© ¡®«¥¥ ­¨§ª®£® ¯®°¿¤ª  ¨ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ¯°¨¢®¤¨¬®-

£® ±¥¬¥©±²¢ . �°¥¤« £ ¥¬»¥ °¥ª³°°¥­²­»¥ ±®®²­®¸¥­¨¿ ¨¬¥¾² ¯°®±²®© ¢¨¤

¨ ³¤®¡­» ¤«¿ ·¨±«¥­­»µ ° ±·¥²®¢, ¯®±ª®«¼ª³ ²°¥¡³¾² «¨¸¼ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-

­®£® ¢»¯®«­¥­¨¿ ½«¥¬¥­² °­»µ  °¨´¬¥²¨·¥±ª¨µ ®¯¥° ¶¨©. �®ª § ²¥«¼±²¢ 

®±­®¢ ­» ­  ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¨ ±¢®©±²¢ ¶¥­²° «¨§ ²®°®¢ ¬ ²°¨¶, ¯°¨¢¥¤¥­­»µ ª

¦®°¤ ­®¢®© ´®°¬¥.

�°¨¢¥¤¥­¨¥ ±¥¬¥©±²¢ ¬ ²°¨¶ ª ­®°¬ «¼­»¬ ´®°¬ ¬ ¨¬¥¥² ¡®«¼¸®¥ ¯°¨-

ª« ¤­®¥ §­ ·¥­¨¥, ¯®±ª®«¼ª³ ¯®§¢®«¿¥² ¨±±«¥¤®¢ ²¼ ±¥¬¥©±²¢  ª®­ª°¥²­®£®

(®¡»·­® §­ ·¨²¥«¼­® ¡®«¥¥ ¯°®±²®£®) ¢¨¤  | ¬¨­¨¢¥°± «¼­»¥ ¤¥´®°¬ ¶¨¨, ¨

§ ²¥¬ ¯¥°¥­®±¨²¼ ¯®«³·¥­­»¥ °¥§³«¼² ²» ­  ¯°®¨§¢®«¼­»¥ ±¥¬¥©±²¢ . �¨­¨-

¢¥°± «¼­»¥ ¤¥´®°¬ ¶¨¨ (¡¥§ ¯°¨¢®¤¿¹¨µ ª ­¨¬ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨©) ¡»«¨ ¨±¯®«¼-

§®¢ ­» ¢ [2,3] ¤«¿ ª« ±±¨´¨ª ¶¨¨ ®±®¡¥­­®±²¥© ¤¥ª°¥¬¥­²-¤¨ £° ¬¬ ¨ £° ­¨¶
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®¡« ±²¥© ³±²®©·¨¢®±²¨ ¨ ¢ [5] ¤«¿ ­ µ®¦¤¥­¨¿ ª ± ²¥«¼­»µ ª®­³±®¢ («¨­¥©­»µ

¯°¨¡«¨¦¥­¨©) ª ®¡« ±²¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¢ ²®·ª µ ¥�¥ £° ­¨¶» ± ²®·­®±²¼¾ ¤®

¤¨´´¥®¬®°´¨§¬ . � [6] ¡»«¨ ­ ©¤¥­» ­¥ª®²®°»¥ «¨­¥©­»¥ ª®¬¡¨­ ¶¨¨ ¯¥°-

¢»µ ¯°®¨§¢®¤­»µ ´³­ª¶¨¨ § ¬¥­» ¯ ° ¬¥²°®¢, ¯°¨¢®¤¿¹¥© ª ¬¨­¨¢¥°± «¼­®©

¤¥´®°¬ ¶¨¨, ·²® ¯®§¢®«¨«® ­ ©²¨ ­¥®¡µ®¤¨¬»¥ ³±«®¢¨¿ ¤«¿ ±² ¡¨«¨§¨°³¾-

¹¥£® ¢®§¬³¹¥­¨¿ ¬ ²°¨¶». �­ ­¨¥ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨© ¡ §¨±  ¨ ¯ ° ¬¥²°®¢,

¯°¨¢®¤¿¹¨µ ª ­®°¬ «¼­®© ´®°¬¥, ° ±¸¨°¿¥² ª°³£ ¢®§¬®¦­»µ ¯°¨«®¦¥­¨©,

¯®±ª®«¼ª³ ¯®§¢®«¿¥² ¯¥°¥­®±¨²¼ ­  ¯°®¨§¢®«¼­®¥ ±¥¬¥©±²¢® ­¥ ²®«¼ª® ª -

·¥±²¢¥­­»¥ µ ° ª²¥°¨±²¨ª¨ ­®°¬ «¼­®© ´®°¬», ­® ¨ ª®«¨·¥±²¢¥­­»¥. �²®

¯®ª § ­® ¢ ­ ±²®¿¹¥© ° ¡®²¥, £¤¥ ± ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¥¬ ¬¨­¨¢¥°± «¼­®© ¤¥´®°-

¬ ¶¨¨ ¨ ¯°®¨§¢®¤­»µ ¯°¨¢®¤¿¹¥© ª ­¥© ´³­ª¶¨¨ § ¬¥­» ¯ ° ¬¥²°®¢ ­ ©¤¥­»

ª ± ²¥«¼­»¥ ª®­³±» ª ®¡« ±²¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ (¨«¨ · ±²¨ ª ± ²¥«¼­»µ ª®­³±®¢)

¢ ²®·ª µ ¥�¥ £° ­¨¶» ¯® ±®¡±²¢¥­­»¬ ¨ ¯°¨±®¥¤¨­�¥­­»¬ ¢¥ª²®° ¬ ¬ ²°¨¶»

¨ ¥�¥ ¯°®¨§¢®¤­»¬ ¢ ¤ ­­®© ²®·ª¥. � ±±¬®²°¥­» ¢±¥ ¢®§¬®¦­»¥ ²¨¯» £° -

­¨·­»µ ²®·¥ª. �®«³·¥­­»¥ °¥§³«¼² ²» ¿¢«¿¾²±¿ ° §¢¨²¨¥¬ ° ¡®²» [7], £¤¥

ª ± ²¥«¼­»¥ ª®­³±» ¤«¿ ²®·¥ª £° ­¨¶» ®¡« ±²¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ®¡¹¥£® ¤¢³µ-

¨ ²°¥µ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®£® ±¥¬¥©±²¢  ¡»«¨ ­ ©¤¥­» ¤°³£¨¬ ¬¥²®¤®¬.

� ¡®²  ¨¬¥¥² ±«¥¤³¾¹³¾ ±²°³ª²³°³. � x 1 ­ µ®¤¿²±¿ °¥ª³°°¥­²­»¥ ±®®²-

­®¸¥­¨¿ ¤«¿ ¯°®¨§¢®¤­»µ ´³­ª¶¨© § ¬¥­» ¡ §¨±  ¨ ¯ ° ¬¥²°®¢, ¯°¨¢®¤¿¹¨µ

±¥¬¥©±²¢® ª®¬¯«¥ª±­»µ ¬ ²°¨¶ ª ¬¨­¨¢¥°± «¼­®© ¤¥´®°¬ ¶¨¨. � x 2  ­ «®-

£¨·­»¥ ±®®²­®¸¥­¨¿ ¢»¢®¤¿²±¿ ¤«¿ ±¥¬¥©±²¢ ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ ¬ ²°¨¶. � x 3

¯®«³·¥­­»¥ °¥§³«¼² ²» ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ¤«¿ ­ µ®¦¤¥­¨¿ ª ± ²¥«¼­»µ ª®­³±®¢ ª

®¡« ±²¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ±¥¬¥©±²¢  ¬ ²°¨¶ ¢ ²®·ª µ ¥�¥ £° ­¨¶». � § ª«¾·¥­¨¨

¤ ¥²±¿ ª° ²ª¨© ®¡§®° ¯®«³·¥­­»µ °¥§³«¼² ²®¢ ¨ ®¡±³¦¤ ¾²±¿ ¢®§¬®¦­®±²¨

¨µ ¯°¨«®¦¥­¨¿ ª ¤°³£¨¬ § ¤ · ¬.

x 1. �°¨¢¥¤¥­¨¥ ±¥¬¥©±²¢ ¬ ²°¨¶

ª ­®°¬ «¼­»¬ ´®°¬ ¬

�«¿ ¨§«®¦¥­¨¿ ²¥®°¨¨ ­®°¬ «¼­»µ ´®°¬ ±¥¬¥©±²¢ ¬ ²°¨¶ ­ ¬ ¯®²°¥¡³-

¾²±¿ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿, ¢¢¥¤�¥­­»¥ �. �. �°­®«¼¤®¬ [1{3].

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 1. �¥¬¥©±²¢®¬ ¬ ²°¨¶ ­ §»¢ ¥²±¿ £®«®¬®°´­®¥ ®²®¡° ¦¥-

­¨¥ A : P �! C

n

2

®¡« ±²¨ P ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ ¯ ° ¬¥²°®¢ C

m

¢ ¯°®±²° ­±²¢®

¬ ²°¨¶ C

n

2

.

� ±±¬®²°¨¬ ¯°®¨§¢®«¼­®¥ ±¥¬¥©±²¢® ¬ ²°¨¶ A(p), p = (p

1

; : : : ; p

m

)

T

2 C

m

,

®¯°¥¤¥«�¥­­®¥ ¢ ­¥ª®²®°®© ®ª°¥±²­®±²¨ ²®·ª¨ p = p

0

. �³±²¼ C

0

| ­¥¢»-

°®¦¤¥­­ ¿ ¬ ²°¨¶ , ¯°¨¢®¤¿¹ ¿ ¬ ²°¨¶³ A

0

= A(p

0

) ª ¢¥°µ­¥²°¥³£®«¼­®©

¦®°¤ ­®¢®© ´®°¬¥ J :

A

0

= C

0

JC

�1

0

: (1.1)

�¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ �

i

±®¡±²¢¥­­»¥ §­ ·¥­¨¿ ¬ ²°¨¶» A

0

, ¨ ¯³±²¼ n

1

(�

i

) >

> n

2

(�

i

) > : : : | ° §¬¥°» ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¨µ �

i

¦®°¤ ­®¢»µ ª«¥²®ª,
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³¯®°¿¤®·¥­­»µ ­ ·¨­ ¿ ± ­ ¨¡®«¼¸¥©. �®£¤  ¬ ²°¨¶  J ¨¬¥¥² ¡«®·-

­®-¤¨ £®­ «¼­»© ¢¨¤ J = Diag(J

1

; J

2

; : : : ), £¤¥ J

i

| ª¢ ¤° ²­ ¿ ¬ ²°¨¶ 

° §¬¥°  n

1

(�

i

) + n

2

(�

i

) + : : : , ®²¢¥· ¾¹ ¿ ±®¡±²¢¥­­®¬³ §­ ·¥­¨¾ �

i

, ª®²®-

° ¿ ² ª¦¥ ¨¬¥¥² ¡«®·­®-¤¨ £®­ «¼­»© ¢¨¤ J

i

= Diag(J

1

i

; J

2

i

; : : : ), °¨±. 1 , £¤¥

J

k

i

| ¦®°¤ ­®¢ ¡«®ª ° §¬¥°  n

k

(�

i

):

J

k

i

=

0

B

B

@

�

i

1 0 0

0 � � 0

0 0 � 1

0 0 0 �

i

1

C

C

A

:

�¢¥¤�¥¬ ®¡®§­ ·¥­¨¿ ° §¡¨¥­¨¿ ¯°®¨§¢®«¼­®© ¬ ²°¨¶» X ° §¬¥°  n � n

­  ¡«®ª¨ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ±® ±²°³ª²³°®© J . �¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ X

kl

ij

¡«®ª, ±²®-

¿¹¨© ¢ X ­  ¯¥°¥±¥·¥­¨¨ ±²°®ª ¨ ±²®«¡¶®¢ ¡«®ª®¢ J

k

i

¨ J

l

j

±®®²¢¥²±²¢¥­­®,

°¨±. 1¡. �«¥¬¥­²» ¡«®ª®¢ X

kl

ij

®¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ x

kl

ij

(r; s), r = 1; : : : ; n

k

(�

i

),

s = 1; : : : ; n

l

(�

j

), £¤¥ r ¨ s | ­®¬¥°  ±²°®ª¨ ¨ ±²®«¡¶  ¢ X

kl

ij

, ¢ ª®²®°»µ

±²®¨² ½«¥¬¥­². �­ «®£¨·­® ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ° §¡¨¥­¨¥ ¡«®·­®-¤¨ £®­ «¼­»µ

¬ ²°¨¶ ²¨¯  X = Diag(X

1

; X

2

; : : : ) ­  ¡«®ª¨ X

kl

i

± ½«¥¬¥­² ¬¨ x

kl

i

(r; s),

r = 1; : : : ; n

k

(�

i

), s = 1; : : : ; n

l

(�

i

).

( ) (¡)

�¨±. 1. � §¡¨¥­¨¥ ¬ ²°¨¶» X ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ¦®°¤ ­®¢®© ´®°¬®© J

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 2. �¥°± «¼­®© ¤¥´®°¬ ¶¨¥© ¬ ²°¨¶» A

0

­ §»¢ ¥²±¿ ±¥¬¥©-

±²¢® ¬ ²°¨¶ A

0

(p

0

), p

0

2 C

d

, ² ª®¥ ·²® «¾¡®¥ ±¥¬¥©±²¢® A(p), A(p

0

) = A

0

¢

®ª°¥±²­®±²¨ ²®·ª¨ p = p

0

¯°¥¤±² ¢¨¬® ¢ ¢¨¤¥

A(p) = C(p)A

0

('(p))C

�1

(p); (1.2)

£¤¥ p

0

= '(p), '(p

0

) = 0 | £®«®¬®°´­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ ®ª°¥±²­®±²¨ ²®·ª¨

p = p

0

¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ C

m

¢ ®ª°¥±²­®±²¼ ­³«¿ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ C

d

; C(p) |

±¥¬¥©±²¢® ­¥¢»°®¦¤¥­­»µ ¬ ²°¨¶, ®¯°¥¤¥«�¥­­®¥ ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ p = p

0

. �¥°-

± «¼­ ¿ ¤¥´®°¬ ¶¨¿ ± ­ ¨¬¥­¼¸¨¬ ¢®§¬®¦­»¬ ª®«¨·¥±²¢®¬ ¯ ° ¬¥²°®¢ ­ -

§»¢ ¥²±¿ ¬¨­¨¢¥°± «¼­®© [1{3].



���������� �������� ������ � ���������� ������ 1115

� [1{3] ¯®ª § ­®, ·²® ¬¨­¨¢¥°± «¼­ ¿ ¤¥´®°¬ ¶¨¿ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¦®°¤ ­®-

¢®© ±²°³ª²³°®© ¬ ²°¨¶»A

0

¨ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢»¡° ­  ¢ ¢¨¤¥ ±³¬¬» J+B(p

0

), £¤¥

B(p

0

) = Diag(B

1

; B

2

; : : : ) | ±¥¬¥©±²¢® ¡«®·­®-¤¨ £®­ «¼­»µ ¬ ²°¨¶, ¡«®ª¨ ª®-

²®°»µ B

i

(p

0

) ±®®²¢¥²±²¢³¾² ¡«®ª ¬ J

i

¬ ²°¨¶» J . � ¦¤»© ² ª®© ¡«®ª ¬®¦¥²

¡»²¼ ¢»¡° ­ ° §«¨·­»¬¨ ±¯®±®¡ ¬¨ ¢ ¢¨¤¥ ¡«®ª , § ¯®«­¥­­®£® ­³«¿¬¨ §  ¨±-

ª«¾·¥­¨¥¬ ¬¥±², ®²¬¥·¥­­»µ ­  °¨±. 2. � ±«³· ¿µ °¨±. 2 , ¡ ®²¬¥·¥­­»¥ ¬¥±² 

§ ¯®«­¥­» ° §«¨·­»¬¨ ª®¬¯®­¥­² ¬¨ ¢¥ª²®°  p

0

(¯ ° ¬¥²° ¬¨ ¢¥°± «¼­®© ¤¥-

´®°¬ ¶¨¨); ¢ ±«³· ¥ °¨±. 2¢ ª ¦¤»© ª®±®© ®²°¥§®ª § ¯®«­¥­ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥©

¥¬³ ®²¤¥«¼­®© ª®¬¯®­¥­²®© p

0

. �®§¬®¦­» ² ª¦¥ ¤°³£¨¥ ²¨¯» ¡«®ª®¢, ³ ª®²®-

°»µ ª ¦¤»© ª®±®© ®²°¥§®ª ­  °¨±. 2¢ § ¯®«­¥­ ­³«¿¬¨, §  ¨±ª«¾·¥­¨¥¬ ®¤­®£®

½«¥¬¥­² , £¤¥ ±²®¨² ­¥§ ¢¨±¨¬»© ¯ ° ¬¥²°. �® ¢±¥µ ±«³· ¿µ ¢ ª ¦¤®¬ ¡«®ª¥

B

kl

i

±²®¨² °®¢­® n

l

(�

i

) ¯°¨ k 6 l ¨ n

k

(�

i

) ¯°¨ k > l ° §«¨·­»µ ª®¬¯®­¥­² p

0

(¯® ®¤­®© ­  ª ¦¤®¬ ª®±®¬ ®²°¥§ª¥ ­  °¨±. 2¢). �¡®§­ ·¨¬ ½²¨ ª®¬¯®­¥­²»

·¥°¥§ b

kl

i

(t), t = 1; : : : ;min(n

k

(�

i

); n

l

(�

i

)), ¯°®­³¬¥°®¢ ¢ ¨µ ±¢¥°µ³ ¢­¨§ ¨ ±¯° -

¢  ­ «¥¢® (±¬. ¯°¨¬¥° ¤«¿ ±«³· ¿ ¤¢³µ ¦®°¤ ­®¢»µ ª«¥²®ª ° §¬¥°®¢ 3 ¨ 2 ­ 

°¨±. 3). �«¥¬¥­²» b

kl

i

(t) ±®±² ¢«¿¾² ¢ ±®¢®ª³¯­®±²¨ ¢¥ª²®° ¯ ° ¬¥²°®¢ ¬¨-

­¨¢¥°± «¼­®© ¤¥´®°¬ ¶¨¨ p

0

° §¬¥°­®±²¨ d =

P

i

(n

1

(�

i

) + 3n

2

(�

i

) + : : : ) [1{3].

( ) (¡) (¢)

�¨±. 2. � ±¯®«®¦¥­¨¥ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¢ ¡«®ª µ ¬¨­¨¢¥°± «¼­®© ¤¥´®°¬ ¶¨¨

�¢¥¤�¥¬ ®¡®¡¹�¥­­»© ±«¥¤ Tr

kl

i

(t)X, 1 6 t 6 min(n

k

(�

i

); n

l

(�

i

)), ¬ ²°¨¶» X,

° ¢­»© ±³¬¬¥ ½«¥¬¥­²®¢, ±²®¿¹¨µ ­  ¤¨ £®­ «¨ ¡«®ª  X

kl

ii

, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥©

t-¬³, ­ ·¨­ ¿ ± ­ ¨¡®«¼¸¥£®, ª®±®¬³ ®²°¥§ª³ ¡«®ª  B

kl

i

­  °¨±. 2¢:

Tr

kl

i

(t)X =

n

0

X

r=t

x

kl

ii

(n

k

(�

i

)� n

0

+ r; r � t+ 1); n

0

= min(n

k

(�

i

); n

l

(�

i

)): (1.3)

� · ±²­®±²¨, ®¡®¡¹�¥­­»© ±«¥¤ Tr

kl

i

(n

0

)X ° ¢¥­ ­¨¦­¥¬³ «¥¢®¬³ ½«¥¬¥­²³ ¡«®-

ª  X

kl

ii

,   ®¡®¡¹�¥­­»© ±«¥¤ Tr

kk

i

(1)X ±®¢¯ ¤ ¥² ± ®¡»·­»¬ ±«¥¤®¬ TrX

kk

ii

,

° ¢­»¬ ±³¬¬¥ ½«¥¬¥­²®¢, ±²®¿¹¨µ ­  £« ¢­®© ¤¨ £®­ «¨ ¡«®ª  X

kk

ii

. �«¿ ±¥-

¬¥©±²¢  B(p

0

) ¨¬¥¥¬ Tr

kl

i

(t)B = �

kl

i

(t)b

kl

i

(t), £¤¥ �

kl

i

(t) = 1, ¥±«¨ B

i

| ¡«®ª

¯¥°¢®£® ¨«¨ ¢²®°®£® ²¨¯ , °¨±. 2 , 2¡, ¨ �

kl

i

(t) = n

0

� t + 1, ¥±«¨ B

i

| ¡«®ª

²°¥²¼¥£® ²¨¯ , °¨±. 2¢.
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( ) (¡)

(¢)

�¨±. 3. �³¬¥° ¶¨¿ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¬¨­¨¢¥°± «¼­®© ¤¥´®°¬ ¶¨¨

�¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ D

h

¯°®¨§¢®¤­³¾

@

jhj

@p

h

1

1

:::@p

h

m

m

, ¢§¿²³¾ ¢ ²®·ª¥ p = p

0

, £¤¥

h = (h

1

; : : : ; h

m

), h

i

> 0| ¬³«¼²¨¨­¤¥ª±, ª®¬¯®­¥­²» h

i

ª®²®°®£® ®¯°¥¤¥«¿¾²

¯®°¿¤®ª · ±²­®© ¯°®¨§¢®¤­®© ¯® p

i

(¢ ±«³· ¥ h

i

= 0 ¯°®¨§¢®¤­ ¿ ¯® p

i

­¥

¡¥°�¥²±¿), jhj = h

1

+ : : :+ h

m

| ¯®°¿¤®ª ¯°®¨§¢®¤­®©.

�°¨¢¥¤¥­¨¥ ±¥¬¥©±²¢  ¬ ²°¨¶ A(p) ª ­®°¬ «¼­®© ´®°¬¥ (¬¨­¨¢¥°± «¼­®©

¤¥´®°¬ ¶¨¨) (1.2) ¢ª«¾· ¥² ¢ ±¥¡¿ ­ µ®¦¤¥­¨¥ ±¥¬¥©±²¢  A

0

(p

0

) ¯® ¦®°¤ ­®-

¢®© ´®°¬¥ J ¬ ²°¨¶» A

0

, ±¥¬¥©±²¢ C(p), C

�1

(p) ¨ £®«®¬®°´­®£® ®²®¡° ¦¥­¨¿

p

0

= '(p) (§ ¢¨±¨¬®±²¥© b

kl

i

(t)(p)). �«¿ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ C(p), C

�1

(p) ¨ b

kl

i

(t)(p) ¤®-

±² ²®·­® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¯°®¨§¢®¤­»¥ D

h

C, D

h

C

�1

¨ D

h

b

kl

i

(t) ¤«¿ ¢±¥µ h, ¯®±«¥

·¥£® ¨±ª®¬»¥ ´³­ª¶¨¨ «®ª «¼­® ­ µ®¤¿²±¿ (¢ ±¨«³ £®«®¬®°´­®±²¨) ¢ ¢¨¤¥

°¿¤®¢ �¥©«®° .

�¥®°¥¬  1. � ¯°¨­¿²»µ ®¡®§­ ·¥­¨¿µ ¢¥°­» ±«¥¤³¾¹¨¥ ±®®²­®¸¥­¨¿ ¤«¿

¯°®¨§¢®¤­»µ D

h

, jhj > 0, ´³­ª¶¨© C(p), C

�1

(p) ¨ b

kl

i

(t)(p), ¯°¨¢®¤¿¹¨µ ±¥-

¬¥©±²¢® ¬ ²°¨¶ A(p) ª ¬¨­¨¢¥°± «¼­®© ¤¥´®°¬ ¶¨¨ A

0

(p

0

) ®¯¨± ­­®£® ¢»¸¥

¢¨¤  (1.2):
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(i) D

h

b

kl

i

(t) =

Tr

kl

i

(t)F

�

kl

i

(t)

; (1.4)

F = C

�1

0

�

D

h

A�

X

h

1

+h

2

+h

3

=h

h

1

;h

2

;h

3

6=h

C

h

1

h

2

h

3

h

D

h

1

C D

h

2

A

0

D

h

3

C

�1

+

+ A

0

X

h

1

+h

2

=h

h

1

;h

2

6=h

C

h

1

h

2

h

D

h

1

C D

h

2

C

�1

�

C

0

; (1.5)

C

h

1

h

2

h

3

h

=

m

Y

i=1

h

i

!

h

i

1

!h

i

2

!h

i

3

!

; C

h

1

h

2

h

=

m

Y

i=1

h

i

!

h

i

1

!h

i

2

!

;

(ii) D

h

C = C

0

X; (1.6)

x

kl

ij

(r; s) =

n

k

(�

i

)

X

r

1

=r

s

X

s

1

=1

(�1)

r

1

�r

(�

i

��

j

)

r

1

�r+s�s

1

+1

C

r

1

�r

r

1

�r+s�s

1

g

kl

ij

(r

1

; s

1

); i 6=j;

(1.7)

C

k

n

=

n!

k!(n� k)!

;

x

kl

ii

(r; s) =

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

0; k 6 l; r = 1;

s

X

s

1

=s

0

(r;s)

g

kl

ii

(r � s + s

1

� 1; s

1

); k 6 l; r 6= 1;

�

r

0

(r;s)

X

r

1

=r

g

kl

ii

(r

1

; s� r + r

1

+ 1); k > l; s 6= n

l

(�

i

);

0; k > l; s = n

l

(�

i

);

(1.8)

s

0

(r; s) = max(1; s�r+2); r

0

(r; s) = min(n

k

(�

i

); r�s+n

l

(�

i

)�1);

G = D

h

A

0

� F; (1.9)

(iii) D

h

C

�1

= �C

�1

0

X

h

1

+h

2

=h

h

2

6=h

C

h

1

h

2

h

D

h

1

C D

h

2

C

�1

: (1.10)

�«¿ ¯°®¨§¢®¤­»µ ­³«¥¢®£® ¯®°¿¤ª  h = 0 (§­ ·¥­¨© ´³­ª¶¨© ¯°¨ p = p

0

)

¨¬¥¥¬ D

0

C = C

0

, D

0

C

�1

= C

�1

0

, D

0

A

0

= J . �¥®°¥¬  ¯®§¢®«¿¥² ­ ©²¨ ¯°®-

¨§¢®¤­»¥ D

h

´³­ª¶¨© C, C

�1

¨ b

kl

i

(t) ¯®°¿¤ª  jhj > 0 ·¥°¥§ ¯°®¨§¢®¤­»¥

½²¨µ ´³­ª¶¨© ¡®«¥¥ ­¨§ª®£® ¯®°¿¤ª  ¨ ¯°®¨§¢®¤­³¾ D

h

A. � ª¨¬ ®¡° §®¬,

±®®²­®¸¥­¨¿ (1.4){(1.10) ¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© °¥ª³°°¥­²­³¾ ¯°®¶¥¤³°³ ¤«¿

­ µ®¦¤¥­¨¿ ¯°®¨§¢®¤­»µ D

h

C, D

h

C

�1

¨ D

h

b

kl

i

(t) ¤«¿ «¾¡®£® h ± ¨±¯®«¼§®¢ -

­¨¥¬ ¯°®¨§¢®¤­»µ D

h

1

A ¯®°¿¤ª  jh

1

j < jhj ¨ h

1

= h.

�»·¨±«¨¢ ¢±¥ ¯°®¨§¢®¤­»¥ D

h

�, D

h

C

�1

¨ D

h

b

kl

i

(t) ¯®°¿¤ª  jhj 6 s,
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¨±ª®¬»¥ ´³­ª¶¨¨ ¬®¦­® ­ ©²¨ ¯°¨¡«¨¦¥­­®: C =

e

C + o(kp � p

0

k

s

),

C

�1

=

e

C

�1

+o(kp�p

0

k

s

), b

kl

i

(t) =

e

b

kl

i

(t)+o(kp�p

0

k

s

), £¤¥

e

C,

e

C

�1

¨

e

b

kl

i

(t) | ³±¥-

·¥­­»¥ °¿¤» �¥©«®° , ±®¤¥°¦ ¹¨¥ ·«¥­» ± ¯°®¨§¢®¤­»¬¨ D

h

¯®°¿¤ª  jhj 6 s,

kpk | ­®°¬  ¢ C

m

. � ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¥¬ ½²¨µ ¯°¨¡«¨¦¥­¨© ±¥¬¥©±²¢® A ¬®¦¥²

¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥­® ¢ ¢¨¤¥ A =

e

CA

0

(e'(p))

e

C

�1

+o(kp�p

0

k

s

), ². ¥. °¥ª³°°¥­²­ ¿

¯°®¶¥¤³°  ¯®§¢®«¿¥² ¯°¨¢¥±²¨ ¯°®¨§¢®«¼­®¥ ±¥¬¥©±²¢® ¬ ²°¨¶ A(p) ª ­®°-

¬ «¼­®© ´®°¬¥ ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ²®·ª¨ p = p

0

± ²®·­®±²¼¾ ¤® ¢¥«¨·¨­ «¾¡®£®

­ ¯¥°�¥¤ § ¤ ­­®£® ¯®°¿¤ª  ¬ «®±²¨.

�°¨¬¥° 1. � ª ·¥±²¢¥ ¯°¨¬¥°  ° ±±¬®²°¨¬ ®¤­®¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ±¥¬¥©-

±²¢® ¬ ²°¨¶ A(z) ° §¬¥°  3 � 3, ¨¬¥¾¹¥¥ ¢ ²®·ª¥ z = 0 ±®¡±²¢¥­­»¥ §­ -

·¥­¨¿ �

1

= 0, �

2

= 2i, ª®²®°»¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾² ¦®°¤ ­®¢» ª«¥²ª¨ ° §¬¥°®¢

n

1

(�

1

) = 2, n

1

(�

2

) = 1:

A(z) =

0

@

2i+ z �8z z

2

2iz 4iz 1� iz

2

2z

2

�2z z

2

1

A

:

�®°¤ ­®¢  ´®°¬  J ¬ ²°¨¶» A

0

= A(0) ¨ ¯°¨¢®¤¿¹¨¥ ª ­¥© ¬ ²°¨¶» �

0

,

C

�1

0

¨¬¥¾² ¢¨¤

J =

0

@

0 1 0

0 0 0

0 0 2i

1

A

; C

0

=

0

@

0 0 1

1 0 0

0 1 0

1

A

; C

�1

0

=

0

@

0 1 0

0 0 1

1 0 0

1

A

:

�°¨ ¯¥°¢®© ¨²¥° ¶¨¨ (¤«¿ h = 1, D

h

= d=dz) ¯®«³·¨¬

F =

0

@

f

11

(1; 1) f

11

(1; 2) f

12

(1; 1)

f

11

(2; 1) f

11

(2; 2) f

12

(2; 1)

f

21

(1; 1) f

21

(1; 2) f

22

(1; 1)

1

A

=

0

@

4i 0 2i

�2 0 0

�8 0 1

1

A

;

G =

0

@

�4i 0 �2i

0 4i 0

8 0 0

1

A

; X =

0

@

0 0 1

�4i 0 0

�4i �2 0

1

A

:

�® ½²¨¬ ¬ ²°¨¶ ¬ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¯¥°¢»¥ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ¨±ª®¬»µ ´³­ª¶¨©, ª®-

²®°»¥ ¤ «¥¥ ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ¯°¨ ¢²®°®© ¨²¥° ¶¨¨ ¤«¿ ­ µ®¦¤¥­¨¿ ¯°®¨§¢®¤­»µ

D

h

= d

2

=dz

2

. � °¥§³«¼² ²¥ ­®°¬ «¼­ ¿ ´®°¬  A

0

(p

0

) ±¥¬¥©±²¢  A(z) ¨ ­ ©-

¤¥­­»¥ ¯® ²¥®°¥¬¥ 1 ´³­ª¶¨¨ p

0

= '(z), C(z), C

�1

(z) (± ²®·­®±²¼¾ ¤® o(z

2

))

¨¬¥¾² ¢¨¤

A

0

(p

0

) =

0

@

0 1 0

b

1

(2) b

1

(1) 0

0 0 2i+ b

2

(1)

1

A

;

b

1

(1) = 4iz + 9z

2

+ o(z

2

);

b

1

(2) = �2z + o(z

2

);

b

2

(1) = z � 8z

2

+ o(z

2

);

C(z) =

0

@

�4iz + (2� 2i)z

2

�2z � (5 + 1;5i)z

2

1

1 0 z + (2 + 0;5i)z

2

�4iz � 8z

2

1 + 5iz

2

0

1

A

+ o(z

2

);
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C

�1

(z) =

0

@

�z � (2 + 0;5i)z

2

1� 4iz

2

�2z

2

�4iz

2

4iz + 8z

2

1� 5iz

2

1� 4iz

2

4iz � (2� 10i)z

2

2z + (5 + 1;5i)z

2

1

A

+ o(z

2

):

�¯°¥¤¥«¥­¨¥ 3. �¥­²° «¨§ ²®°®¬ ª¢ ¤° ²­®© ¬ ²°¨¶» X ­ §»¢ ¥²±¿

¬­®¦¥±²¢® ¬ ²°¨¶, ª®¬¬³²¨°³¾¹¨µ ± X:

Z

X

= fY : [X;Y ] = 0g;

£¤¥ [X;Y ] = XY � Y X [1{3].

�¥­²° «¨§ ²®° Z

J

¦®°¤ ­®¢®© ¬ ²°¨¶» J ±®±²®¨² ¨§ ¡«®·­®-¤¨ £®­ «¼-

­»µ ¬ ²°¨¶ Y = Diag(Y

1

; Y

2

; : : : ), ¡«®ª¨ Y

i

ª®²®°»µ ±®®²¢¥²±²¢³¾² ¡«®ª ¬ J

i

¨ ¨¬¥¾² ¢¨¤, ¨§®¡° ¦�¥­­»© ­  °¨±. 4 [1{3]. �  °¨±. 4 ª ¦¤»© ª®±®© ®²°¥§®ª

®¡®§­ · ¥² °¿¤ ®¤¨­ ª®¢»µ ·¨±¥«,   ­  ­¥§ ¯®«­¥­­»µ ¬¥±² µ ¯®¤° §³¬¥¢ ¾²-

±¿ ­³«¨. �¥­²° «¨§ ²®° Z

J

¿¢«¿¥²±¿ ¯«®±ª®±²¼¾ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ ¢±¥µ ¬ ²°¨¶

C

n

2

, ¯°®µ®¤¿¹¥© ·¥°¥§ ­³«¥¢³¾ ¨ ¥¤¨­¨·­³¾ ¬ ²°¨¶».

�¨±. 4. �«®ª ¬ ²°¨¶», ª®¬¬³²¨°³¾¹¥© ± ¦®°¤ ­®¢®© ¬ ²°¨¶¥© J

�¥¬¬  1. �«¿ «¾¡®© ¬ ²°¨¶» X ¨ «¾¡»µ i; k; l; t ¢¥°­® ° ¢¥­±²¢®

Tr

kl

i

(t)[J;X] = 0:

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �«¿ «¾¡®© ¬ ²°¨¶» Y 2 Z

J

¨¬¥¥¬

Tr([J;X]Y ) = Tr(JXY �XJY ) = Tr(Y JX � JY X) = �Tr([J; Y ]X) = 0:

(1.11)

�§¿¢ ¢ ª ·¥±²¢¥ Y ¬ ²°¨¶³, ³ ª®²®°®© ­  t-¬, ­ ·¨­ ¿ ± ­ ¨¡®«¼¸¥£®, ª®±®¬

®²°¥§ª¥ ¡«®ª  Y

lk

i

(±¬. °¨±. 4) ±²®¿² ¥¤¨­¨¶»,   ­  ®±² «¼­»µ ¬¥±² µ | ­³«¨,

¨§ (1.11) ¯®«³·¨¬ 0 = Tr([J;X]Y ) = Tr

kl

i

(t)[J;X]. �¥¬¬  ¤®ª § ­ .

�¥¬¬  2. �«¿ «¾¡®© ¬ ²°¨¶» G, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥© ¯°¨ ¢±¥µ i; k; l; t ³±«®-

¢¨¾ Tr

kl

i

(t)G = 0, ³° ¢­¥­¨¥

[J;X] = G (1.12)

¨¬¥¥² ¥¤¨­±²¢¥­­®¥ °¥¸¥­¨¥ (1.7), (1.8) ±°¥¤¨ ¬ ²°¨¶ X, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ

¯°¨ ¢±¥µ i; k; l; s ³±«®¢¨¿¬
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x

kl

ii

(1; s) = 0; k 6 l;

x

kl

ii

(s; n

l

(�

i

)) = 0; k > l:

(1.13)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±«³· ¥, ª®£¤  G | ­³«¥¢ ¿ ¬ ²°¨¶ , ¬­®¦¥±²¢®¬

°¥¸¥­¨© ³° ¢­¥­¨¿ [J;X] = 0 ¿¢«¿¥²±¿ ¶¥­²° «¨§ ²®° Z

J

. �±«®¢¨¿ (1.13)

¤«¿ X 2 Z

J

®§­ · ¾² ° ¢¥­±²¢® ­³«¾ ½«¥¬¥­²®¢, ±²®¿¹¨µ ­  s-¬ (±­¨§³

¤«¿ k 6 l ¨ ±¢¥°µ³ ¤«¿ k > l) ª®±®¬ ®²°¥§ª¥ ¡«®ª  X

kl

i

(±¬. °¨±. 4). �²±¾-

¤  ³° ¢­¥­¨¥ [J;X] = 0 ¨¬¥¥² ¥¤¨­±²¢¥­­®¥ °¥¸¥­¨¥ X = 0 ±°¥¤¨ ¬ ²°¨¶,

³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ¢±¥¬ ³±«®¢¨¿¬ (1.13). � ±¨«³ «¨­¥©­®±²¨ ³° ¢­¥­¨©, ¥±«¨

¬ ²°¨¶» X

1

¨ X

2

¿¢«¿¾²±¿ °¥¸¥­¨¿¬¨ (1.12), (1.13) ¯°¨ ­¥­³«¥¢®© ¬ ²°¨-

¶¥ G, ²® ¬ ²°¨¶  X = X

1

�X

2

³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³° ¢­¥­¨¿¬ [J;X] = 0 ¨ (1.13).

�§ ¤®ª § ­­®£® ¢»¸¥ ±«¥¤³¥², ·²® X = X

1

� X

2

= 0, ²® ¥±²¼ ¥±«¨ ³° ¢­¥­¨¿

(1.12), (1.13) ¨¬¥¾² °¥¸¥­¨¥, ²® ®­® ¥¤¨­±²¢¥­­®¥.

�®¤±² ¢¨¢ ¢ (1.12) ¿¢­»© ¢¨¤ ¬ ²°¨¶» J , ¯®«³·¨¬ ³° ¢­¥­¨¿ ¤«¿ ½«¥¬¥­-

²®¢ ¬ ²°¨¶» X:

(�

i

� �

j

)x

kl

ij

(r; s) + x

kl

ij

(r + 1; s)� x

kl

ij

(r; s� 1) = g

kl

ij

(r; s); (1.14)

£¤¥ ¥±«¨ ½«¥¬¥­² x

kl

ij

± ª®®°¤¨­ ² ¬¨ (r+1; s) ¨«¨ (r; s�1) ¢»µ®¤¨² §  ¯°¥¤¥«»

¡«®ª  X

kl

ij

, ¢¬¥±²® ­¥£® ¡¥°¥²±¿ ­³«¼. �®, ·²® (1.7), (1.8) ¿¢«¿¾²±¿ °¥¸¥­¨¥¬

(1.12), (1.13), ¬®¦­® ¯°®¢¥°¨²¼ ­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­®© ¯®¤±² ­®¢ª®© (1.7), (1.8) ¢

(1.13), (1.14). �°¨ ½²®¬ ³° ¢­¥­¨¿ ¤«¿ i = j, r = n

k

(�

i

), s = n

l

(�

i

)� t+ 1 ¯°¨

k 6 l ¨ ¤«¿ i = j, r = t, s = 1 ¯°¨ k > l ¯°¨¬³² ¢¨¤ Tr

kl

i

(t)G = 0. �­¨ ³¤®-

¢«¥²¢®°¿¾²±¿ ¢ ±¨«³ ³±«®¢¨¿ «¥¬¬». �±² «¼­»¥ ³° ¢­¥­¨¿ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾²±¿

²®¦¤¥±²¢¥­­®. �¥¬¬  ¤®ª § ­ .

�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬». �®§¼¬�¥¬ ¯°®¨§¢®¤­³¾ D

h

, jhj > 0, ®² ®¡¥¨µ

· ±²¥© ²®¦¤¥±²¢  CC

�1

= E:

X

h

1

+h

2

=h

C

h

1

h

2

h

D

h

1

C D

h

2

C

�1

= 0; C

h

1

h

2

h

=

m

Y

i=1

h

i

!

h

i

1

!h

i

2

!

:

�¥°¥­¥±¿ ¢±¥ ±« £ ¥¬»¥, ª°®¬¥ C

0

D

h

C

�1

, ¢ ¯° ¢³¾ · ±²¼ ¨ § ²¥¬ ³¬­®¦¨¢

®¡¥ · ±²¨ ° ¢¥­±²¢  ±«¥¢  ­  C

�1

0

, ¤®ª ¦¥¬ ¯³­ª² (iii) ²¥®°¥¬».

�®§¼¬¥¬ ¯°®¨§¢®¤­³¾ D

h

®² ®¡¥¨µ · ±²¥© ° ¢¥­±²¢  (1.2):

D

h

A =

X

h

1

+h

2

+h

3

=h

C

h

1

h

2

h

3

h

D

h

1

CD

h

2

A

0

D

h

3

C

�1

; C

h

1

h

2

h

3

h

=

m

Y

i=1

h

i

!

h

i

1

!h

i

2

!h

i

3

!

:

�»° §¨¬ C

0

D

h

A

0

C

�1

0

·¥°¥§ ®±² «¼­»¥ ±« £ ¥¬»¥ ¨ ³¬­®¦¨¬ ®¡¥ · ±²¨ ° ¢¥­-

±²¢  ­  C

�1

0

¨ C

0

±«¥¢  ¨ ±¯° ¢  ±®®²¢¥²±²¢¥­­®:

D

h

A

0

= C

�1

0

D

h

AC

0

�C

�1

0

X

h

1

+h

2

+h

3

=h

h

2

6=h

C

h

1

h

2

h

3

h

D

h

1

C D

h

2

A

0

D

h

3

C

�1

C

0

:

�®±¯®«¼§®¢ ¢¸¨±¼ ³¦¥ ¤®ª § ­­»¬ ±®®²­®¸¥­¨¥¬ (1.10) ¤«¿ ±« £ ¥¬®£®, ±®-

¤¥°¦ ¹¥£® D

h

C

�1

, ¯®«³·¨¬

D

h

A

0

= [J;C

�1

0

D

h

C] + F; (1.15)
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£¤¥ ¬ ²°¨¶  F ®¯°¥¤¥«¥­  ¢ (1.5). �±¯®«¼§³¿ «¥¬¬³ 1 ¨ ³·¨²»¢ ¿, ·²®

Tr

kl

i

(t)D

h

A

0

= Tr

kl

i

(t)D

h

B = �

kl

i

(t)D

h

b

kl

i

(t) ¯°¨ jhj > 0, ¤®ª ¦¥¬ ¯³­ª² (i)

²¥®°¥¬».

�¥°¥£°³¯¯¨°®¢ ¢ (1.15), ¯®«³·¨¬

[J;C

�1

0

D

h

C] = G; (1.16)

£¤¥ ¬ ²°¨¶  G ®¯°¥¤¥«¥­  ¢ (1.9). � ¬¥²¨¬, ·²® C

�1

0

D

h

C = D

h

(C

�1

0

C) |

¯°®¨§¢®¤­ ¿ ±¥¬¥©±²¢  C

J

= C

�1

0

C, C

J

(p

0

) = E, ¯°¨¢®¤¿¹¥£® ±¥¬¥©±²¢®

A

J

= C

�1

0

AC

0

ª ­®°¬ «¼­®© ´®°¬¥, ². ¥.

A

J

= C

�1

0

AC

0

= C

�1

0

CA

0

('(p))C

�1

C

0

= C

J

A

0

('(p))C

�1

J

:

� ²®·ª¥ p = p

0

¬ ²°¨¶  A

J

(p

0

) = C

�1

0

A

0

C

0

= J ¨¬¥¥² ¦®°¤ ­®¢³ ´®°¬³.

�§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» ® ¢¥°± «¼­»µ ¤¥´®°¬ ¶¨¿µ [1{3] ±«¥¤³¥², ·²®

¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ±¥¬¥©±²¢® C

J

¬®¦¥² ¡»²¼ ¢»¡° ­® «¥¦ ¹¨¬ ­  ¯°®¨§¢®«¼-

­®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ ° §¬¥°­®±²¨ n

2

� d ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ ¢±¥µ ¬ ²°¨¶, ª®²®° ¿

¯°®µ®¤¨² ·¥°¥§ ¥¤¨­¨·­³¾ ¬ ²°¨¶³ ¨ ²° ­±¢¥°± «¼­  ¢ ½²®© ²®·ª¥ ª ¶¥­-

²° «¨§ ²®°³ Z

J

. �«¿ ª ¦¤®© ² ª®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ ±¥¬¥©±²¢® C

J

¬®¦¥² ¡»²¼

¢»¡° ­® ¥¤¨­±²¢¥­­»¬ ®¡° §®¬. � · ±²­®±²¨, ² ª®© ¯®¢¥°µ­®±²¼¾ ¿¢«¿¥²±¿

¯«®±ª®±²¼ E + �, £¤¥ � | ¬­®¦¥±²¢® ¬ ²°¨¶ X, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ³±«®¢¨-

¿¬ (1.13). �«®±ª®±²¨ Z

J

¨ E + � ²° ­±¢¥°± «¼­», ² ª ª ª ¥¤¨­±²¢¥­­®© ¬ -

²°¨¶¥© ¨§ Z

J

, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥© ³±«®¢¨¿¬ (1.13), (¯¥°¥±¥·¥­¨¥¬ ¯«®±ª®±²¥©)

¿¢«¿¥²±¿ ¥¤¨­¨·­ ¿ ¬ ²°¨¶  E,   ±³¬¬  ° §¬¥°­®±²¥© ¯«®±ª®±²¥© ° ¢­  ° §-

¬¥°­®±²¨ ¢±¥£® ¯°®±²° ­±²¢  n

2

. �»¡° ¢ ¯«®±ª®±²¼ E+� ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ C

J

,

¯®«³·¨¬, ·²® ¢±¥ ¯°®¨§¢®¤­»¥ D

h

C

J

= C

�1

0

D

h

C = X ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³±«®-

¢¨¿¬ (1.13), ª®²®°»¥ ¨£° ¾² °®«¼ ³±«®¢¨© ­®°¬¨°®¢ª¨. �®£¤  ±®®²­®¸¥­¨¿

¯³­ª²  (ii) ²¥®°¥¬» ±«¥¤³¾² ¨§ «¥¬¬» 2, ¯°¨¬¥­�¥­­®© ª ³° ¢­¥­¨¾ (1.16)

(³±«®¢¨¿ Tr

kl

i

(t)G = Tr

kl

i

(t)D

h

A

0

� Tr

kl

i

(t)F = �

kl

i

(t)D

h

b

kl

i

(t) � Tr

kl

i

(t)F = 0

¢»¯®«­¥­» ¢ ±¨«³ (1.4)). �¥®°¥¬  ¤®ª § ­ .

� ¬¥· ­¨¥ 1. � ª ·¥±²¢¥ ³±«®¢¨© ­®°¬¨°®¢ª¨ ¢¬¥±²® (1.13) ¬®¦­® ¢§¿²¼

² ª®¥ ¦¥ ª®«¨·¥±²¢® «¾¡»µ ¤°³£¨µ «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨±¨¬»µ ®¤­®°®¤­»µ ³° ¢-

­¥­¨©, ª®²®°»¬ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ²®«¼ª® ­³«¥¢ ¿ ¬ ²°¨¶  ¨§ Z

J

. �°¨ ½²®¬ ²¥-

®°¥¬  1 ¨ «¥¬¬  2 ¡³¤³² ¢¥°­», ¥±«¨ ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ­®¢»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨

­®°¬¨°®¢ª¨ ¨§¬¥­¨²¼ ±®®²­®¸¥­¨¿ (1.8), °¥¸¨¢ ³° ¢­¥­¨¿ (1.14) ¤«¿ i = j,

®¯°¥¤¥«¿¾¹¨¥ ½«¥¬¥­²» ¡«®ª®¢ X

ii

.

� ¬¥· ­¨¥ 2. �«³· © ±¥¬¥©±²¢  ª®¬¯«¥ª±­»µ ¬ ²°¨¶ A(p), § ¢¨±¿¹¨µ ®²

¢¥ª²®°  ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ ¯ ° ¬¥²°®¢ p 2 R

m

, ­¨·¥¬ ­¥ ®²«¨· ¥²±¿ ®² ° ±±¬®-

²°¥­­®£® ¢»¸¥, §  ¨±ª«¾·¥­¨¥¬ ²®£®, ·²® £®«®¬®°´­ ¿ § ¢¨±¨¬®±²¼ ®² ¯ ° -

¬¥²°®¢ ±¬¥­¿¥²±¿ £« ¤ª®©. �p¨ ½²®¬ ²¥®°¥¬  1 ¢¥°­  ¨ ¯®§¢®«¿¥² ­ µ®¤¨²¼

¯°®¨§¢®¤­»¥ D

h

´³­ª¶¨© C, C

�1

¨ b

kl

i

(t) ¯®°¿¤ª  jhj 6 s, £¤¥ s | ¯®°¿¤®ª

£« ¤ª®±²¨ ±¥¬¥©±²¢  A(p).
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x 2. �¥¬¥©±²¢  ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ ¬ ²°¨¶

� ­ ±²®¿¹¥¬ ¯ ° £° ´¥ ¨±±«¥¤³¾²±¿ ±¥¬¥©±²¢  ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ ¬ ²°¨¶

A : P �! R

n

2

, P � R

m

, £« ¤ª® § ¢¨±¿¹¨µ ®² ¢¥ª²®°  ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ ¯ ° -

¬¥²°®¢. � ±±¬®²°¨¬ ±¥¬¥©±²¢® ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ ¬ ²°¨¶ A(p), p 2 R

m

, ®¯°¥-

¤¥«�¥­­®¥ ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ²®·ª¨ p = p

0

. �³±²¼ ¬ ²°¨¶  A

0

= A(p

0

) ¨¬¥¥²

¢¥¹¥±²¢¥­­»¥ ±®¡±²¢¥­­»¥ §­ ·¥­¨¿ �

i

, i = 1; : : : ; q, ¨ ª®¬¯«¥ª±­»¥ ±®¡±²¢¥­-

­»¥ §­ ·¥­¨¿ �

i

, �

i

, i = q + 1; q + 2; : : : (·¥°²  ®¡®§­ · ¥² ®¯¥° ¶¨¾ ª®¬-

¯«¥ª±­®£® ±®¯°¿¦¥­¨¿). �®£¤  ¦®°¤ ­®¢  ´®°¬  ¬ ²°¨¶» A

0

¨¬¥¥² ¢¨¤

J = Diag(J

1

; : : : ; J

q

; J

q+1

; J

q+1

; J

q+2

; J

q+2

; : : : ), £¤¥ ¡«®ª¨ J

i

±®®²¢¥²±²¢³¾²

±®¡±²¢¥­­»¬ §­ ·¥­¨¿¬ �

i

¨ ¨¬¥¾² ¢¨¤ J

i

= Diag(J

1

i

; J

2

i

; : : :), £¤¥ J

k

i

| ¦®°-

¤ ­®¢» ¡«®ª¨ ° §¬¥°®¢ n

k

(�

i

), ³¯®°¿¤®·¥­­»¥ ­ ·¨­ ¿ ± ­ ¨¡®«¼¸¥£®.

�°®¨§¢®«¼­ ¿ ¬ ²°¨¶  X ¯®°¿¤ª  n� n ° §¡¨¢ ¥²±¿ ­  ¡«®ª¨ X

kl

ijA

, X

kl

ijB

,

X

kl

ijC

, X

kl

ijD

, ­ µ®¤¿¹¨¥±¿ ­  ¯¥°¥±¥·¥­¨¨ ±²°®ª ¨ ±²®«¡¶®¢ ¡«®ª®¢ J

k

i

¨ J

l

j

,

J

k

i

¨ J

l

j

, J

k

i

¨ J

l

j

, J

k

i

¨ J

l

j

±®®²¢¥²±²¢¥­­®. �¡®¡¹�¥­­»© ±«¥¤ Tr

kl

i

(t)X ®¯°¥¤¥«¿-

¥²±¿ ² ª ¦¥, ª ª ¢ x 1, §  ¨±ª«¾·¥­¨¥¬ ²®£®, ·²® ¢¬¥±²® ½«¥¬¥­²®¢ ¡«®ª  X

kl

ii

¡¥°³²±¿ ½«¥¬¥­²» ¡«®ª  X

kl

iiA

:

Tr

kl

i

(t)X =

n

0

X

r=t

x

kl

iiA

(n

k

(�

i

) � n

0

+ r; r � t+ 1); n

0

= min(n

k

(�

i

); n

l

(�

i

)):

�¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ RlY ®¢¥¹¥±²¢«¥­¨¥ ª®¬¯«¥ª±­®© ¬ ²°¨¶» Y [3]:

RlY =

�

ReY � ImY

ImY ReY

�

:

�¯°¥¤¥«¨¬ ¬ ²°¨¶³ J

R

= Diag(J

1

; : : : ; J

q

;RlJ

q+1

;RlJ

q+2

; : : : ) | ¢¥¹¥±²¢¥­-

­»© ½ª¢¨¢ «¥­² ¦®°¤ ­®¢®© ´®°¬». � ²°¨¶» J

R

¨ J ±¢¿§ ­» ±®®²­®¸¥-

­¨¥¬ J

R

= RJR

�1

, £¤¥ R = Diag(E

1

; : : : ; E

q

; I

q+1

; I

q+2

; : : : ), R

�1

= R =

= Diag(E

1

; : : : ; E

q

; I

q+1

; I

q+2

; : : :). �«®ª¨ I

j

¨¬¥¾² ¢¨¤

I

j

=

1 + i

2

�

E

j

�iE

j

�iE

j

E

j

�

; i =

p

�1;

£¤¥ E

j

|¥¤¨­¨·­ ¿ ¬ ²°¨¶  ² ª®£® ¦¥ ° §¬¥° , ª ª J

j

. �»¡¥°¥¬ ¬ ²°¨¶³ C

0

,

¯°¨¢®¤¿¹³¾ A

0

ª J (1.1), ² ª, ·²®¡» ¬ ²°¨¶  C

R0

= C

0

R

�1

, ¨ ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®

¬ ²°¨¶  C

�1

R0

= RC

�1

0

, ¡»«  ¢¥¹¥±²¢¥­­®©. �«¿ ½²®£® ¤®±² ²®·­® ¢»¡° ²¼

¬ ²°¨¶³ C

0

² ª, ·²®¡» ¥�¥ ±²®«¡¶», ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¡«®ª ¬ ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ

±®¡±²¢¥­­»µ §­ ·¥­¨© J

j

, j = 1; : : : ; q, ¡»«¨ ¢¥¹¥±²¢¥­­»¬¨,   ±²®«¡¶», ±®®²-

¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¡«®ª ¬ ª®¬¯«¥ª±­® ±®¯°¿¦¥­­»µ ±®¡±²¢¥­­»µ §­ ·¥­¨© J

j

¨ J

j

,

j = q + 1; q + 2; : : : , | ª®¬¯«¥ª±­® ±®¯°¿¦�¥­­»¬¨ (½²® ¢®§¬®¦­® ¢ ±¨«³ ¢¥-

¹¥±²¢¥­­®±²¨ A

0

). �®£¤  ª ¦¤»© ±²®«¡¥¶ ¬ ²°¨¶» C

R0

¡³¤¥² ° ¢¥­ ±³¬¬¥

¢¥¹¥±²¢¥­­®© ¨ ¬­¨¬®© · ±²¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ±²®«¡¶  ¬ ²°¨¶» C

0

. �°¨

¯®¬®¹¨ C

R0

¬ ²°¨¶  A

0

¯°¨¢®¤¨²±¿ ª ´®°¬¥ J

R

:

A

0

= C

0

JC

�1

0

= C

R0

J

R

C

�1

R0

:
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� [3, 4] ¯®ª § ­®, ·²® ¢¥¹¥±²¢¥­­ ¿ ¬¨­¨¢¥°± «¼­ ¿ ¤¥´®°¬ ¶¨¿ A

0

R

(p

0

),

p

0

2 R

d

, ª ª®²®°®© ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ±¥¬¥©±²¢ ­¥¢»°®¦¤¥­­»µ ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ ¬ -

²°¨¶ C

R

(p), C

�1

R

(p) ¨ £« ¤ª®© § ¬¥­» ¯ ° ¬¥²°®¢ p

0

= '(p), '(p

0

) = 0 ¯°¨¢®-

¤¨²±¿ «¾¡®¥ ±¥¬¥©±²¢® ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ ¬ ²°¨¶ A(p), A(p

0

) = A

0

(1.2), ¬®¦­®

¢»¡° ²¼ ¢ ¢¨¤¥ A

0

R

(p

0

)=J

R

+B

R

(p

0

), B

R

=Diag(B

1

;: : :;B

q

;RlB

q+1

;RlB

q+2

; : : :).

�¤¥±¼ B

j

| ¡«®ª, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ¡«®ª³ J

j

¨ ±®¤¥°¦ ¹¨© ­  ®²¬¥·¥­­»µ ­ 

°¨±. 3 ( , ¡ ¨«¨ ¢) ¬¥±² µ ¢ ±«³· ¿µ j = 1; : : : ; q ­¥§ ¢¨±¨¬»¥ ¢¥¹¥±²¢¥­-

­»¥ ¯ ° ¬¥²°» b

kl

j

(t)

a

,   ¢ ±«³· ¿µ j = q + 1; q + 2; : : : | ª®¬¯«¥ª±­»¥

·¨±«  b

kl

j

(t) = b

kl

j

(t)

a

+ ib

kl

j

(t)

b

, £¤¥ b

kl

j

(t)

a

¨ b

kl

j

(t)

b

| ­¥§ ¢¨±¨¬»¥ ¢¥¹¥-

±²¢¥­­»¥ ¯ ° ¬¥²°». �³¬¥° ¶¨¿ ¯ ° ¬¥²°®¢ b

kl

j

(t)

a

, b

kl

j

(t)

b

¯°®¢®¤¨²±¿ ² ª

¦¥, ª ª ¢ x 1. �¢¥¤¿ ±¥¬¥©±²¢  C = C

R

R, C

�1

= R

�1

C

�1

R

, A

0

= J + B,

B = Diag(B

1

; : : : ; B

q

; B

q+1

; B

q+1

; B

q+2

; B

q+2

; : : :) ¨ ¨±¯®«¼§³¿ ±®®²­®¸¥­¨¥

A

0

R

= J

R

+ B

R

= R(J +B)R

�1

= RA

0

R

�1

, ¯®«³·¨¬

A(p) = C

R

(p)A

0

R

('(p))C

�1

R

(p) = C(p)A

0

('(p))C

�1

(p): (2.1)

�¥¬¥©±²¢® A

0

(p

0

) ¨¬¥¥² ² ª³¾ ¦¥ ±²°³ª²³°³, ·²® ¨ ª®¬¯«¥ª±­ ¿ ¬¨­¨-

¢¥°± «¼­ ¿ ¤¥´®°¬ ¶¨¿ ¢ x 1. �²® ±¥¬¥©±²¢®, ª ª ¨ A

0

R

(p

0

), ¿¢«¿¥²±¿ ¬¨­¨-

¢¥°± «¼­®© ¤¥´®°¬ ¶¨¥©, ª ª®²®°®© ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ p = p

0

¬®¦­® ¯°¨¢¥±²¨

«¾¡®¥ ±¥¬¥©±²¢® ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ ¬ ²°¨¶ A(p), A(p

0

) = A

0

, ®¤­ ª® ®­®,   ² ª-

¦¥ ±¥¬¥©±²¢  C, C

�1

, ±®¤¥°¦ ² ª®¬¯«¥ª±­»¥ ½«¥¬¥­²». �«¿ ¯°®¨§¢®¤­»µ D

h

´³­ª¶¨© p

0

= '(p), C(p) ¨ C

�1

(p), ¯°¨¢®¤¿¹¨µ ±¥¬¥©±²¢® A(p) ª ¢¨¤³ A

0

(p

0

),

¢¥°­» ±®®²­®¸¥­¨¿ ²¥®°¥¬» 1, ¥±«¨ ¯®«®¦¨²¼ b

kl

j

(t) = b

kl

j

(t)

a

¯°¨ j 6 q ¨

b

kl

j

(t) = b

kl

j

(t)

a

+ ib

kl

j

(t)

b

¯°¨ j > q. �±¯®«¼§³¿ ±®®²­®¸¥­¨¿ C

R

= CR

�1

,

C

�1

R

= RC

�1

¨ ²¥®°¥¬³ 1,  ­ «®£¨·­»¥ ±®®²­®¸¥­¨¿ ¬®¦­® ¯®«³·¨²¼ ¤«¿

¯°®¨§¢®¤­»µ D

h

C

R

, D

h

C

�1

R

, D

h

b

kl

j

(t)

a

¨ D

h

b

kl

j

(t)

b

.

�¥®°¥¬  2. � ¯°¨­¿²»µ ®¡®§­ ·¥­¨¿µ ¢¥°­» ±«¥¤³¾¹¨¥ ±®®²­®¸¥­¨¿ ¤«¿

¯°®¨§¢®¤­»µ D

h

, jhj > 0, ´³­ª¶¨© C

R

(p), C

�1

R

(p), b

kl

j

(t)

a

(p) ¨ b

kl

j

(t)

b

(p), ¯°¨¢®-

¤¿¹¨µ ±¥¬¥©±²¢® ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ ¬ ²°¨¶ A(p) ª ¢¥¹¥±²¢¥­­®© ¬¨­¨¢¥°± «¼­®©

¤¥´®°¬ ¶¨¨ A

0

R

(p

0

) ®¯¨± ­­®£® ¢»¸¥ ¢¨¤  (2.1):

(i) D

h

b

kl

j

(t)

a

= Re

Tr

kl

j

(t)(R

�1

F

R

R)

�

kl

j

(t)

; D

h

b

kl

j

(t)

b

= Im

Tr

kl

j

(t)(R

�1

F

R

R)

�

kl

j

(t)

;

F

R

= C

�1

R0

�

D

h

A�

X

h

1

+h

2

+h

3

=h

h

1

;h

2

;h

3

6=h

C

h

1

h

2

h

3

h

D

h

1

C

R

D

h

2

A

0

R

D

h

3

C

�1

R

+

+ A

0

X

h

1

+h

2

=h

h

1

;h

2

6=h

C

h

1

h

2

h

D

h

1

C

R

D

h

2

C

�1

R

�

C

R0

;

(ii) D

h

C

R

= C

R0

RXR

�1

;

G = R

�1

(D

h

A

0

R

� F

R

)R;
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(iii) D

h

C

�1

R

= �C

�1

R0

X

h

1

+h

2

=h

h

2

6=h

C

h

1

h

2

h

D

h

1

C

R

D

h

2

C

�1

R

:

�¤¥±¼ ½«¥¬¥­²» ¡«®ª®¢ X

kl

iiA

¨ X

kl

iiD

¢»° ¦ ¾²±¿ ±®®²¢¥²±²¢¥­­® ·¥°¥§ ½«¥-

¬¥­²» ¡«®ª®¢ G

kl

iiA

¨ G

kl

iiD

¯® ´®°¬³« ¬ (1.8),   ½«¥¬¥­²» ®±² «¼­»µ ¡«®ª®¢

¬ ²°¨¶» X ¢»° ¦ ¾²±¿ ·¥°¥§ ½«¥¬¥­²» ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¡«®ª®¢ ¬ ²°¨¶» G

¯® ´®°¬³« ¬ (1.7). �® ¢²®°®¬ ±«³· ¥ ­¥®¡µ®¤¨¬® ³·¥±²¼, ·²® ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨

± ®¡®§­ ·¥­¨¿¬¨ x 1 ª®¬¯«¥ª±­® ±®¯°¿¦�¥­­»¥ ±®¡±²¢¥­­»¥ §­ ·¥­¨¿ �

i

, �

i

° ±-

±¬ ²°¨¢ ¾²±¿ ®²¤¥«¼­® (­ ¯°¨¬¥°, ·²®¡» ¯®«³·¨²¼ ´®°¬³«³ ¤«¿ ½«¥¬¥­²®¢

¡«®ª  X

kl

ijC

, ­¥®¡µ®¤¨¬® § ¬¥­¨²¼ ¢ (1.7) (�

i

� �

j

) ­  (�

i

� �

j

) ¨ g

kl

ij

(r

1

; s

1

) ­ 

g

kl

ijC

(r

1

; s

1

)).

�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®¤±² ¢¨¢ ±®®²­®¸¥­¨¿ C = C

R

R, C

�1

= R

�1

C

�1

R

¨

A

0

= R

�1

A

0

R

R ¢ ¢»° ¦¥­¨¿ (1.5), (1.6), (1.9), ¯®«³·¨¬

F = R

�1

F

R

R; (2.2)

D

h

C

R

= C

R0

RXR

�1

; (2.3)

G = R

�1

(D

h

A

0

R

� F

R

)R: (2.4)

� ª ¡»«® ®²¬¥·¥­® ¢»¸¥, ±®®²­®¸¥­¨¥ (1.4) ²¥®°¥¬» 1 ¢¥°­®, ¥±«¨ ¯®-

«®¦¨²¼ b

kl

j

(t) = b

kl

j

(t)

a

, j 6 q, ¨ b

kl

j

(t) = b

kl

j

(t)

a

+ ib

kl

j

(t)

b

, j > q. �²±¾¤ 

¯°®¨§¢®¤­»¥ D

h

b

kl

j

(t)

a

¨ D

h

b

kl

j

(t)

b

¬®¦­® ­ ©²¨, ¢§¿¢ ¢¥¹¥±²¢¥­­³¾ ¨ ¬­¨¬³¾

· ±²¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ®¡®¡¹�¥­­®£® ±«¥¤  ¬ ²°¨¶» F (2.2). �²® ¤®ª §»¢ ¥²

¯³­ª² (i) ²¥®°¥¬».

�³­ª² (ii) ­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­® ±«¥¤³¥² ¨§ (2.3), (2.4) ¨ ²¥®°¥¬» 1. �®, ·²®

¬ ²°¨¶  D

h

C

R

¯®«³·¨²±¿ ¯°¨ ½²®¬ ¢¥¹¥±²¢¥­­®©, ±«¥¤³¥² ¨§ ±«¥¤³¾¹¨µ ±®-

®¡° ¦¥­¨©. �«¥¬¥­²» ¬ ²°¨¶» G = R

�1

G

R

R, £¤¥ G

R

= D

h

A

0

R

� F

R

| ¢¥¹¥-

±²¢¥­­ ¿ ¬ ²°¨¶ , ¨¬¥¾² ±¢®©±²¢  g

kl

ijA

(r; s) = g

kl

ijD

(r; s), g

kl

ijB

(r; s) = g

kl

ijC

(r; s).

�®¦­® ¯®ª § ²¼, ·²® ¯®«³·¥­­ ¿ ¨§ G ¬ ²°¨¶ X ² ª¦¥ ®¡« ¤ ¥² ½²¨¬¨ ±¢®©-

±²¢ ¬¨. �±² �¥²±¿ § ¬¥²¨²¼, ·²® ²®£¤  ¬ ²°¨¶  RXR

�1

, ¨ ±«¥¤®¢ ²¥«¼­® ¬ -

²°¨¶  D

h

C

R

= C

R0

RXR

�1

, ¡³¤¥² ¢¥¹¥±²¢¥­­®©.

�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ®±² ¢¸¥£®±¿ ¯³­ª²  (iii) ¤®±² ²®·­® ¯®¤±² ¢¨²¼ ±®®²-

­®¸¥­¨¿ C = C

R

R ¨ C

�1

= R

�1

C

�1

R

¢ (1.10). �¥®°¥¬  ¤®ª § ­ .

�«¿ ¯°®¨§¢®¤­»µ ­³«¥¢®£® ¯®°¿¤ª  h = 0 ¨¬¥¥¬ D

0

A

0

R

= J

R

, D

0

C

R

= C

R0

,

D

0

C

�1

R

= C

�1

R0

. �¥ª³°°¥­²­»¥ ±®®²­®¸¥­¨¿ ²¥®°¥¬» 2 ¯®§¢®«¿¾² ­ ©²¨ ¯°®-

¨§¢®¤­»¥ D

h

¢¥¹¥±²¢¥­­»µ ´³­ª¶¨© C

R

; C

�1

R

; ', ¯°¨¢®¤¿¹¨µ ±¥¬¥©±²¢® A(p)

ª ¢¥¹¥±²¢¥­­®© ­®°¬ «¼­®© ´®°¬¥ A

0

R

(p

0

). �°¨ ¯®¬®¹¨ ½²¨µ ¯°®¨§¢®¤­»µ

±¥¬¥©±²¢® A(p) ¯°¨¢®¤¨²±¿ ª ­®°¬ «¼­®© ´®°¬¥ ± ²®·­®±²¼¾ ¤® o(kp� p

0

k

s

),

£¤¥ s | «¾¡®¥ ­ ¯¥°�¥¤ § ¤ ­­®¥ ·¨±«®.

�°¨¬¥° 2. � ±±¬®²°¨¬ ®¤­®¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ±¥¬¥©±²¢® ¢¥¹¥±²¢¥­­»µ

¬ ²°¨¶ A(x) ° §¬¥°  4 � 4, ¨¬¥¾¹¥¥ ¢ ²®·ª¥ x = 0 ¯ °³ ª®¬¯«¥ª±­® ±®-

¯°¿¦�¥­­»µ ±®¡±²¢¥­­»µ §­ ·¥­¨© � = 1+i, � = 1�i, ª®²®°»¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾²

¦®°¤ ­®¢» ª«¥²ª¨ ° §¬¥°  n(�) = 2:
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A(x) =

0

B

B

@

1� 4x

2

1 + x 2x

2

1

�1 + 2x 1� x 1� 2x

2

3x+ 2x

2

2x

2

2x

2

1� 2x �1 + x

�x 3x 1 + 4x

2

1 + x

1

C

C

A

:

�®°¬ «¼­»¥ ´®°¬» A

0

(p

0

) ¨ A

0

R

(p

0

) ½²®£® ±¥¬¥©±²¢  ¨ ­ ©¤¥­­ ¿ ¯® ²¥®°¥¬¥ 2

´³­ª¶¨¿ p

0

= '(x) (± ²®·­®±²¼¾ ¤® o(x

2

)) ¨¬¥¾² ¢¨¤

A

0

R

(p

0

) =

0

B

B

@

1 1 �1 0

b(2)

a

1 + b(1)

a

�b(2)

b

�1� b(1)

b

1 0 1 1

b(2)

b

1 + b(1)

b

b(2)

a

1 + b(1)

a

1

C

C

A

;

A

0

(p

0

) =

0

B

B

@

1 + i 1 0 0

b(2) 1 + i+ b(1) 0 0

0 0 1� i 1

0 0 b(2) 1� i + b(1)

1

C

C

A

;

b(1) = b(1)

a

+ ib(1)

b

= �x� 2x

2

+ i

�

�x�

21

8

x

2

�

+ o(x

2

);

b(2) = b(2)

a

+ ib(2)

b

= �

x

2

+

25

8

x

2

+ i

�

3

2

x�

7

4

x

2

�

+ o(x

2

):

x 3. �°¨«®¦¥­¨¥ ª ²¥®°¨¨ ³±²®©·¨¢®±²¨

� ª ·¥±²¢¥ ¯°¨«®¦¥­¨¿ ¢¥°± «¼­»µ ¤¥´®°¬ ¶¨© ª ²¥®°¨¨ ³±²®©·¨¢®±²¨

° ±±¬®²°¨¬ § ¤ ·³ ®¡ ¨±±«¥¤®¢ ­¨¨ ®¡« ±²¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ±¥¬¥©±²¢  ¤¥©-

±²¢¨²¥«¼­»µ n � n ¬ ²°¨¶ A(p), p 2 R

m

, ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ²®·ª¨ ¥�¥ £° ­¨¶»

¯® ±¢®©±²¢ ¬ ±¥¬¥©±²¢  ¢ ½²®© ²®·ª¥. �¡« ±²¼¾ ³±²®©·¨¢®±²¨ ±¥¬¥©±²¢  A

­ §»¢ ¥²±¿ ¬­®¦¥±²¢® §­ ·¥­¨© ¢¥ª²®°  ¯ ° ¬¥²°®¢ p, ¯°¨ ª®²®°»µ ¢±¥ ±®¡-

±²¢¥­­»¥ §­ ·¥­¨¿ � ¬ ²°¨¶» A(p) ¨¬¥¾² ®²°¨¶ ²¥«¼­»¥ ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»¥

· ±²¨, Re� < 0. �° ­¨¶  ®¡« ±²¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ ¬ ²°¨¶ -

¬¨ A(p), ¨¬¥¾¹¨¬¨ ·¨±²® ¬­¨¬»¥ ±®¡±²¢¥­­»¥ §­ ·¥­¨¿, Re� = 0, ª®£¤ 

¤«¿ ®±² «¼­»µ ±®¡±²¢¥­­»µ §­ ·¥­¨© Re� < 0. � ± ²¥«¼­»¬ ª®­³±®¬ ª

®¡« ±²¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¢ ²®·ª¥ ¥�¥ £° ­¨¶» ­ §»¢ ¥²±¿ ¬­®¦¥±²¢® ­ ¯° ¢«¥-

­¨© ¢¥ª²®°®¢ e, ¯® ª®²®°»¬ ¨§ ¤ ­­®© ²®·ª¨ ¬®¦­® ¢»¯³±²¨²¼ ª°¨¢³¾ p("),

dp=d"

�

�

"=0

= e, " > 0, «¥¦ ¹³¾, §  ¨±ª«¾·¥­¨¥¬ ­ · «¼­®© ²®·ª¨, ¢ ®¡« -

±²¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ [5]. � ± ²¥«¼­»© ª®­³± ¿¢«¿¥²±¿ «¨­¥©­»¬ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¥¬

ª ®¡« ±²¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ²®·ª¨. � ° ¡®²¥ [5]

¯°¨ ¯®¬®¹¨ ¬¨­¨¢¥°± «¼­»µ ¤¥´®°¬ ¶¨© ¡»«¨ ®¯¨± ­» ª ± ²¥«¼­»¥ ª®­³±»

¤«¿ ­¥ª®²®°»µ ²¨¯®¢ £° ­¨·­»µ ²®·¥ª ± ²®·­®±²¼¾ ¤® «¨­¥©­®£® ¤¨´´¥®¬®°-

´¨§¬ . � ­ ±²®¿¹¥¬ ¯ ° £° ´¥ ± ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¥¬ ¬¨­¨¢¥°± «¼­»µ ¤¥´®°¬ -

¶¨© ¨ ²¥®°¥¬» 1 ª ± ²¥«¼­»¥ ª®­³±» ­ µ®¤¿²±¿ ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ ¯ ° ¬¥²°®¢

¯® ¦®°¤ ­®¢®© ´®°¬¥ ¬ ²°¨¶» A ¨ ¥�¥ ¯¥°¢»¬ ¯°®¨§¢®¤­»¬ ¯® ¯ ° ¬¥²° ¬ ¢

° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ²®·ª¥.
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�³±²¼ p = p

0

| ²®·ª  £° ­¨¶» ®¡« ±²¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¨ �

0

= 0,

�

j

= i!

j

6= 0, �

j

= �i!

j

, j = 1; : : : ; k, | ·¨±²® ¬­¨¬»¥ ±®¡±²¢¥­­»¥ §­ -

·¥­¨¿ ¬ ²°¨¶» A(p

0

) (i | ¬­¨¬ ¿ ¥¤¨­¨¶ ).

�¥®°¥¬  3. �³±²¼ ª ¦¤®¬³ ·¨±²® ¬­¨¬®¬³ ±®¡±²¢¥­­®¬³ §­ ·¥­¨¾ �

0

,

�

j

, �

j

, j = 1; : : : ; k, ¬ ²°¨¶» A(p

0

) ±®®²¢¥²±²¢³¥² °®¢­® ®¤¨­ ¦®°¤ ­®¢ ¡«®ª

° §¬¥°  n

j

, j = 0; : : : ; k. �®£¤  ¢ ±«³· ¥ «¨­¥©­®© ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ±¨±²¥¬»

¢¥ª²®°®¢ f(l

1

); g

j

(l

2

); h

j

(l

3

) 2 R

m

, l

1

= 1; : : : ; n

0

, l

2

= 1; : : : ; n

j

, l

3

= 2; : : : ; n

j

,

j = 1; : : : ; k, ®¯°¥¤¥«�¥­­»µ ±®®²­®¸¥­¨¿¬¨

f(l

1

) = (Tr

11

0

(l

1

)F

1

; : : : ;Tr

11

0

(l

1

)F

m

)

T

;

g

j

(l

2

) = (ReTr

11

j

(l

2

)F

1

; : : : ;ReTr

11

j

(l

2

)F

m

)

T

;

h

j

(l

3

) = (ImTr

11

j

(l

3

)F

1

; : : : ; ImTr

11

j

(l

3

)F

m

)

T

;

F

r

= C

�1

0

@A

@p

r

C

0

(3.1)

(¯°®¨§¢®¤­»¥ ¡¥°³²±¿ ¯°¨ p = p

0

), ª ± ²¥«¼­»© ª®­³± ª ®¡« ±²¨ ³±²®©·¨¢®±²¨

¢ ²®·ª¥ p = p

0

¨¬¥¥² ¢¨¤

K = fe 2 R

m

: (f(1); e) 6 0; (f(2); e) 6 0; (f(3); e) = : : : = (f(n

0

); e) = 0;

(g

j

(1); e) 6 0; (g

j

(2); e) 6 0; (g

j

(3); e) = : : : = (g

j

(n

j

); e) = 0;

(h

j

(2); e) = : : : = (h

j

(n

j

); e) = 0; j = 1; : : : ; kg;

(3.2)

£¤¥ (x; y) = x

1

y

1

+ : : :+ x

m

y

m

| ±ª «¿°­®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥ ¢ R

m

. � ±«³· ¥, ª®-

£¤  ±°¥¤¨ ·¨±²® ¬­¨¬»µ ±®¡±²¢¥­­»µ §­ ·¥­¨© ­¥² ­³«¿, ¨§ (3.2) ­¥®¡µ®¤¨¬®

¨±ª«¾·¨²¼ ±®®²­®¸¥­¨¿, ±®¤¥°¦ ¹¨¥ ¢¥ª²®°» f(l).

�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» ¯®²°¥¡³¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ «¥¬¬».

�¥¬¬  3. � ± ²¥«¼­»© ª®­³± ª ®¡« ±²¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ±¥¬¥©±²¢  ¬­®£®-

·«¥­®¢ x

n

�a

1

x

n�1

� : : :�a

n

¢ ²®·ª¥ a

1

= : : : = a

n

= 0 ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ ¯ ° ¬¥-

²°®¢ p = (a

1

; : : : ; a

n

)

T

2 R

n

° ¢¥­ ¬­®¦¥±²¢³ fa

1

60; a

2

60; a

3

= : : : = a

n

=0g.

�¥¬¬  4. � ± ²¥«¼­»© ª®­³± ª ®¡« ±²¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ±¥¬¥©±²¢  ¬­®£®-

·«¥­®¢ z

n

� (a

1

+ ib

1

)z

n�1

� : : :� (a

n

+ ib

n

) ¢ ²®·ª¥ a

1

= b

1

= : : : = a

n

= b

n

= 0

¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ ¯ ° ¬¥²°®¢ p = (a

1

; b

1

; : : : ; a

n

; b

n

)

T

2 R

2n

° ¢¥­ ¬­®¦¥±²¢³

fa

1

6 0; b

1

2 R; a

2

6 0; b

2

= a

3

= : : : = a

n

= b

n

= 0g.

�¥¬¬» 3, 4 ¡»«¨ ±´®°¬³«¨°®¢ ­» ¨ ¤®ª § ­» ¢ [5].

�­®£®·«¥­ ­ §»¢ ¥²±¿ ³±²®©·¨¢»¬, ¥±«¨ ¢¥¹¥±²¢¥­­»¥ · ±²¨ ¢±¥µ ¥£® ª®°-

­¥© ®²°¨¶ ²¥«¼­».

�¥¬¬  5. �«¿ «¾¡»µ �

j

1

6 0, �

j

2

6 0, j = 0; : : : ; k, ±³¹¥±²¢³¥² ª°¨¢ ¿ q

1

("),

q

1

(0) = 0, ¢ ¯°®±²° ­±²¢¥ q

1

= (a

j

1

l

1

; b

j

2

l

2

; l

2

6= 1)

T

¢±¥µ ª®½´´¨¶¨¥­²®¢ (ª°®¬¥

b

1

1

; : : : ; b

k

1

) ¬­®£®·«¥­®¢

x

n

0

� a

0

1

x

n

0

�1

� : : :� a

0

n

0

;

z

n

j

� (a

j

1

+ ib

j

1

)z

n

j

�1

� : : :� (a

j

n

j

+ ib

j

n

j

); j = 1; : : : ; k;

(3.3)
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² ª ¿ ·²® ¬­®£®·«¥­» (3.3) ³±²®©·¨¢» ¯°¨ " > 0, ¯°¨·�¥¬ ¢¥ª²®° ª®½´´¨¶¨-

¥­²®¢ q

2

= (b

1

1

; : : : ; b

k

1

)

T

®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯°®¨§¢®«¼­®© ­ ¯¥°�¥¤ § ¤ ­­®© £« ¤ª®©

´³­ª¶¨¥© q

2

= Q

2

(q

1

; "), Q

2

(0; 0) = 0, ¨ ¢»¯®«­¿¾²±¿ ³±«®¢¨¿

da

j

1

d"

= �

j

1

;

da

j

2

d"

= �

j

2

;

da

j

3

d"

= : : :=

da

j

n

j

d"

= 0; j = 0; : : : ; k

db

j

2

d"

= : : : =

db

j

n

j

d"

= 0; j = 1; : : : ; k:

(3.4)

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ ¬­®£®·«¥­» ¢¨¤ 

(x+ "

2

)

n

0

�2

(x

2

+ (��

0

1

"+ "

2

)x� �

0

2

"+ "

2

);

(z + "

2

)

n

j

�2

(z

2

+ (�(�

j

1

+ ib

j

1

)" + "

2

)z � �

j

2

"+ "

2

):

(3.5)

�²¨ ¬­®£®·«¥­» ³±²®©·¨¢» ¯°¨ " > 0,   ¨µ ª®½´´¨¶¨¥­²», ¯®«³·¥­­»¥ ¯®±«¥

° ±ª°»²¨¿ ±ª®¡®ª, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³±«®¢¨¿¬ (3.4). �»° §¨¢ ½²¨ ª®½´´¨¶¨¥­-

²» ·¥°¥§ q

2

= (b

1

1

"; : : : ; b

k

1

")

T

¨ " ¨ § ²¥¬ ¯®¤±² ¢¨¢ ¯®«³·¥­­»¥ ¢»° ¦¥­¨¿

¢ ±®®²­®¸¥­¨¥ q

2

= Q

2

(q

1

; "), ¯®«³·¨¬ q

2

= Q

0

2

(q

2

; "). �°¨ ½²®¬ ¬ ²°¨¶ 

¯°®¨§¢®¤­»µ @Q

0

2

=@q

2

= 0 ¯°¨ " = 0. �²±¾¤  ¯® ²¥®°¥¬¥ ® ­¥¿¢­®© ´³­ª-

¶¨¨ ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ " = 0 ¢¥ª²®° q

2

¿¢«¿¥²±¿ £« ¤ª®© ´³­ª¶¨¥© q

2

= Q

00

2

(").

�®¤±² ¢¨¬ ´³­ª¶¨¾ Q

00

2

(") ¢ (3.5) ¢¬¥±²® q

2

= (b

j

1

")

T

. �®£¤  ª®½´´¨¶¨¥­²»

¬­®£®·«¥­®¢ (3.5) ±®±² ¢¿² ¨±ª®¬³¾ ª°¨¢³¾ q

1

= q

1

("). �¥¬¬  ¤®ª § ­ .

�®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬». � ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®¥ ³° ¢­¥­¨¥ ¬ ²°¨¶»

A(p) ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ²®·ª¨ p

0

± ³·�¥²®¬ (1.2) ¨¬¥¥² ¢¨¤

det(A(p) � �E) = det(C(p)A

0

('(p))C

�1

(p)� �E) = det(A

0

('(p)) � �E) = 0;

£¤¥ A

0

(p

0

) | ¬¨­¨¢¥°± «¼­ ¿ ¤¥´®°¬ ¶¨¿ ¬ ²°¨¶» A(p

0

). �«¥¤®¢ ²¥«¼­®,

³±²®©·¨¢®±²¼ ¬ ²°¨¶» A(p) ½ª¢¨¢ «¥­²­  ³±²®©·¨¢®±²¨ ¬ ²°¨¶» A

0

('(p)) ¨ ¢

±¨«³ ¡«®·­®-¤¨ £®­ «¼­®© ±²°³ª²³°» A

0

½ª¢¨¢ «¥­²­  ®¤­®¢°¥¬¥­­®© ³±²®©-

·¨¢®±²¨ ¢±¥µ ¥�¥ ¡«®ª®¢. �«®ª¨, ®²¢¥· ¾¹¨¥ ±®¡±²¢¥­­»¬ §­ ·¥­¨¿¬ ¬ ²°¨-

¶» A

0

± ®²°¨¶ ²¥«¼­®© ¢¥¹¥±²¢¥­­®© · ±²¼¾, ¿¢«¿¾²±¿ ³±²®©·¨¢»¬¨ ¢ ²®·-

ª¥ p

0

¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¢ ­¥ª®²®°®© ¥�¥ ®ª°¥±²­®±²¨. �®½²®¬³ ³±²®©·¨¢®±²¼

¢ ®ª°¥±²­®±²¨ p

0

®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ³±²®©·¨¢®±²¼¾ ¡«®ª®¢ A

0

0

; A

0

j

; A

0

j

, j = 1; : : : ; k,

±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ·¨±²® ¬­¨¬»¬ ±®¡±²¢¥­­»¬ §­ ·¥­¨¿¬, ¨«¨, ² ª ª ª ¡«®-

ª¨ A

0

j

¨ A

0

j

³±²®©·¨¢» ¨«¨ ­¥³±²®©·¨¢» ®¤­®¢°¥¬¥­­® (ª ª ª®¬¯«¥ª±­® ±®-

¯°¿¦�¥­­»¥, ±¬. x 2), ³±²®©·¨¢®±²¼¾ ¡«®ª®¢ A

0

0

; A

0

j

, j = 1; : : : ; k. �§¿¢ ¢ ª -

·¥±²¢¥ A

0

0

; A

0

j

¡«®ª¨ ¯¥°¢®£® ²¨¯  (°¨±. 2 ), § ¯¨¸¥¬ ¨µ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨¥

³° ¢­¥­¨¿:

det(A

0

0

� �E) = �

n

0

� b

11

0

(1)

a

�

n

0

�1

� : : :� b

11

0

(n

0

)

a

= 0;

det(A

0

j

� �E) = �

n

j

� (b

11

j

(1)

a

+ ib

11

j

(1)

b

)�

n

j

�1

� : : :�

� (b

11

j

(n

j

)

a

+ ib

11

j

(n

j

)

b

) = 0; � = �� i!

j

; j = 1; : : : ; k;

(3.6)

£¤¥ b

11

0

(l

1

)

a

; b

11

j

(l

2

)

a

; b

11

j

(l

3

)

b

| ¯ ° ¬¥²°» ¬¨­¨¢¥°± «¼­®© ¤¥´®°¬ ¶¨¨, £« ¤-

ª® § ¢¨±¿¹¨¥ ®² p. �® ²¥®°¥¬¥ 1 ± ³·�¥²®¬ (3.1) ¯®«³·¨¬
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rb

11

0

(l

1

)

a

= f(l

1

); rb

11

j

(l

2

)

a

= g

j

(l

2

); rb

11

j

(l

3

)

b

= h

j

(l

3

); (3.7)

r =

�

@

@p

1

; : : : ;

@

@p

m

�

T

:

� ±±¬®²°¨¬ ¯°®¨§¢®«¼­³¾ £« ¤ª³¾ ª°¨¢³¾ p = p(") ± ­ ¯° ¢«¥­¨¥¬

e = dp=d". �®£¤  ª®½´´¨¶¨¥­²» ¬­®£®·«¥­®¢ (3.6) ¢¤®«¼ ª°¨¢®© ¨¬¥¾² ¢¨¤

b

11

0

(l

1

)

a

(") = (f(l

1

); e)" +O("

2

);

b

11

j

(l

2

)

a

(") = (g

j

(l

2

); e)"+ O("

2

);

b

11

j

(l

2

)

b

(") = (h

j

(l

2

); e)"+ O("

2

):

(3.8)

�°¨¬¥­¿¿ «¥¬¬» 3, 4 ª ¯®«¨­®¬ ¬ (3.6) ± ³·�¥²®¬ (3.8), ¯®«³·¨¬, ·²® ¤«¿ ²®£®

·²®¡» ª°¨¢ ¿ p(") «¥¦ «  ¢ ®¡« ±²¨ ³±²®©·¨¢®±²¨, ­¥®¡µ®¤¨¬® ¢»¯®«­¥­¨¥

³±«®¢¨© (3.2).

�®ª ¦¥¬ ¤®±² ²®·­®±²¼ ³±«®¢¨© (3.2). �¡®§­ ·¨¬ ·¥°¥§ q ¢¥ª²®° ±

½«¥¬¥­² ¬¨ b

11

0

(l

1

)

a

; b

11

j

(l

2

)

a

; b

11

j

(l

3

)

b

,   ·¥°¥§ q

1

; q

2

| ¥£® · ±²¨ ² ª, ·²®

q

2

= (b

11

1

(1)

b

; : : : ; b

11

k

(1)

b

)

T

,   q

1

±®±²®¨² ¨§ ®±² ¢¸¨µ±¿ d

0

= n

0

+ 2n

1

+ : : : +

+ 2n

k

� k ª®¬¯®­¥­² ¢¥ª²®°  q. �¥ª²®°» q, q

1

¨ q

2

±¢¿§ ­» ± p £« ¤ª¨¬¨

´³­ª¶¨¿¬¨ q = Q(p), q

1

= Q

1

(p) ¨ q

2

= Q

2

(p), ¿¢«¿¾¹¨¬¨±¿ · ±²¼¾ ®²®¡° -

¦¥­¨¿ p

0

= '(p). � ²°¨¶  �ª®¡¨ dQ

1

=dp ±®±²®¨² ¨§ ±²°®ª f(l

1

), g

j

(l

2

), h

j

(l

3

),

l

3

6= 1, ª®²®°»¥ ¯® ³±«®¢¨¾ ±®±² ¢«¿¾² «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨±¨¬³¾ ±¨±²¥¬³. �³±²¼

p

1

| ¢¥ª²®°, ±®±²®¿¹¨© ¨§ d

0

ª®¬¯®­¥­² ¢¥ª²®°  p, ª®²®°»¬ ±®®²¢¥²±²¢³¥²

«¨­¥©­® ­¥§ ¢¨±¨¬ ¿ ±¨±²¥¬  ±²®«¡¶®¢ ½²®© ¬ ²°¨¶»,   ¢¥ª²®° p

2

±®¤¥°¦¨²

®±² ¢¸¨¥±¿ ª®¬¯®­¥­²». �®£¤  det[dQ

1

=dp

1

] 6= 0 ¢ ²®·ª¥ p = p

0

, ¨ ¯® ²¥®-

°¥¬¥ ® ­¥¿¢­®© ´³­ª¶¨¨ p

1

= P

1

(q

1

; p

2

) ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ²®·ª¨ p = p

0

, q

1

= 0.

�®¤±² ¢¨¢ ½²® ±®®²­®¸¥­¨¥ ¢ q

2

= Q

2

(p

1

; p

2

), ¯®«³·¨¬ q

2

= Q

0

2

(q

1

; p

2

). � ±±¬®-

²°¨¬ ¯°®¨§¢®«¼­®¥ ­ ¯° ¢«¥­¨¥ e, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥¥ ³±«®¢¨¿¬ (3.2), ¨ ¯®«®¦¨¬

p

2

= e

2

", £¤¥ e

1

¨ e

2

| · ±²¨ ¢¥ª²®°  e, ®²­®±¿¹¨¥±¿ ª p

1

¨ p

2

±®®²¢¥²±²¢¥­­®.

�®£¤  q

2

= Q

0

2

(q

1

; e

2

") = Q

00

2

(q

1

; "). �® «¥¬¬¥ 5 ±³¹¥±²¢³¥² ª°¨¢ ¿ q

1

= q

1

("),

² ª ¿ ·²® dq

1

=d" = (@Q

1

=@p)e, q

2

= Q

00

2

(q

1

; ") ¨ ¢±¥ ¬­®£®·«¥­» (3.6) ³±²®©-

·¨¢» ¯°¨ " > 0 (³±«®¢¨¿ (3.4) «¥¬¬» ¢»¯®«­¥­» ¢ ±¨«³ (3.2), (3.8)). �®£¤ 

ª°¨¢ ¿ p = p("), " > 0, ² ª ¿ ·²® p

1

= P

1

(q

1

("); e

2

"), p

2

= e

2

", «¥¦¨² ¢ ®¡« -

±²¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ±¥¬¥©±²¢  A(p) ¨ ¨¬¥¥² ¢»¡° ­­®¥ ­ ¯° ¢«¥­¨¥ e. �¥®°¥¬ 

¤®ª § ­ .

� ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ (¯°¨ ­ «¨·¨¨ ±®¡±²¢¥­­»µ §­ ·¥­¨© ± ­¥±ª®«¼ª¨¬¨ ¦®°¤ -

­®¢»¬¨ ª«¥²ª ¬¨) ª ± ²¥«¼­»© ª®­³± ª ®¡« ±²¨ ³±²®©·¨¢®±²¨, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿,

­¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¥¬ ¯°¿¬»µ ¨ ¯®«³¯°¿¬»µ, ª ª ¢ (3.2). �§³·¥­¨¥ ®¡-

¹¥£® ±«³· ¿ ¿¢«¿¥²±¿ §­ ·¨²¥«¼­® ¡®«¥¥ ±«®¦­®© § ¤ ·¥©. �¤­ ª® ¨±¯®«¼§³¿

¯®¤µ®¤, ¯°¨¬¥­�¥­­»© ¢ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ²¥®°¥¬» 3, ¬®¦­® ­ ©²¨ ¬­®¦¥±²¢ 

­ ¯° ¢«¥­¨©, ¯°¨­ ¤«¥¦ ¹¨µ ª ± ²¥«¼­®¬³ ª®­³±³, ¤«¿ £° ­¨·­®© ²®·ª¨ ¯°®-

¨§¢®«¼­®£® ²¨¯ .

�¥®°¥¬  4. �³±²¼ ·¨±²® ¬­¨¬®¬³ ±®¡±²¢¥­­®¬³ §­ ·¥­¨¾ �

j

, j = 0; : : : ; k,

¬ ²°¨¶» A(p

0

) ±®®²¢¥²±²¢³¾² ¦®°¤ ­®¢» ¡«®ª¨ ° §¬¥°®¢ n

1

(�

j

) >

> n

2

(�

j

) > : : : �®£¤  ¢ ±«³· ¥ «¨­¥©­®© ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ±¨±²¥¬» ¢¥ª²®°®¢
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f

rs

(l

1

); g

rs

j

(l

2

); h

rs

j

(l

3

) 2 R

m

, r > s ¨ l

3

6= 1 ¯°¨ r = s, ®¯°¥¤¥«�¥­­»µ ±®®²­®¸¥-

­¨¿¬¨

f

rs

(l

1

) = (Tr

rs

0

(l

1

)F

1

; : : : ;Tr

rs

0

(l

1

)F

m

)

T

;

g

rs

j

(l

2

) = (ReTr

rs

j

(l

2

)F

1

; : : : ;ReTr

rs

j

(l

2

)F

m

)

T

;

h

rs

j

(l

3

) = (ImTr

rs

j

(l

3

)F

1

; : : : ; ImTr

rs

j

(l

3

)F

m

)

T

;

F

r

= C

�1

0

@A

@p

r

C

0

;

(3.9)

£¤¥ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ¡¥°³²±¿ ¯°¨ p = p

0

, ¬­®¦¥±²¢®

K

1

= fe 2 R

m

:

(f

rr

(1); e) 6 0; (f

rr

(2); e) 6 0; (f

rr

(3); e) = : : : = (f

rr

(n

r

(�

0

)); e) = 0;

(g

rr

j

(1); e) 6 0; (g

rr

j

(2); e) 6 0; (g

rr

j

(3); e) = : : : = (g

rr

j

(n

r

(�

j

)); e) = 0;

(h

rr

j

(2); e) = : : : = (h

rr

j

(n

r

(�

j

)); e) = 0;

(f

rs

(l

1

); e) = (g

rs

j

(l

2

); e) = (h

rs

j

(l

2

); e) = 0; r > s; j = 1; : : : ; kg (3.10)

¯°¨­ ¤«¥¦¨² ª ± ²¥«¼­®¬³ ª®­³±³ ª ®¡« ±²¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¢ ²®·ª¥ p

0

. �­ -

«®£¨·­® ¢ ±«³· ¥ «¨­¥©­®© ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ±¨±²¥¬» ¢¥ª²®°®¢ (3.9) ¤«¿ r 6 s ¨

l

3

6= 1 ¯°¨ r = s ¬­®¦¥±²¢®

K

2

= fe 2 R

m

:

(f

rr

(1); e) 6 0; (f

rr

(2); e) 6 0; (f

rr

(3); e) = : : : = (f

rr

(n

r

(�

0

)); e) = 0;

(g

rr

j

(1); e) 6 0; (g

rr

j

(2); e) 6 0; (g

rr

j

(3); e) = : : : = (g

rr

j

(n

r

(�

j

)); e) = 0;

(h

rr

j

(2); e) = : : : = (h

rr

j

(n

r

(�

j

)); e) = 0;

(f

rs

(l

1

); e) = (g

rs

j

(l

2

); e) = h

rs

j

(l

2

); e) = 0; r < s; j = 1; : : : ; kg (3.11)

¯°¨­ ¤«¥¦¨² ª ± ²¥«¼­®¬³ ª®­³±³.

�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ ¡«®ª®¢ A

0

j

¢ ° ±±¬ -

²°¨¢ ¥¬®¬ ±«³· ¥ ­¥«¼§¿, ª ª ¢ (3.6), ¢»¯¨± ²¼ ¢ ¿¢­®¬ ¢¨¤¥. �¤­ ª® ¥±«¨

° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª°¨¢»¥ p = p("), «¥¦ ¹¨¥ ­  ¯®¢¥°µ­®±²¨, ®¯°¥¤¥«�¥­­®© ³° ¢-

­¥­¨¿¬¨

b

rs

0

(l

1

)

a

(p) = b

rs

j

(l

2

)

a

(p) = b

rs

j

(l

2

)

b

(p) = 0; r > s; j = 1; : : : ; k; (3.12)

²® ¡«®ª¨ A

0

j

¯°¨¬³² ¡«®·­®-¢¥°µ­¥²°¥³£®«¼­»© ¢¨¤, ¨ ¨µ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨¥

³° ¢­¥­¨¿ ¢¤®«¼ ª°¨¢®© § ¯¨¸³²±¿ ¢ ¢¨¤¥

det(A

0

0

� �E) =

Y

r

(�

n

r

(�

0

)

� b

rr

0

(1)

a

�

n

r

(�

0

)�1

� : : :� b

rr

0

(n

r

(�

0

))

a

) = 0;

det(A

0

j

� �E) =

Y

r

(�

n

r

(�

j

)

� (b

rr

j

(1)

a

+ i b

rr

j

(1)

b

)�

n

r

(�

j

)�1

� : : :�

� (b

rr

j

(n

r

(�

j

))

a

+ i b

rr

j

(n

r

(�

j

))

b

))=0; �=��i!

j

; j=1; : : : ; k:

(3.13)
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�® ²¥®°¥¬¥ 1 ± ³·�¥²®¬ (3.9) ¯®«³·¨¬

rb

rs

0

(l

1

)

a

= f

rs

(l

1

); rb

rs

j

(l

2

)

a

= g

rs

j

(l

2

); rb

rs

j

(l

3

)

b

= h

rs

j

(l

3

):

�«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ² ª ª ª ¯® ³±«®¢¨¾ ±¨±²¥¬  ¢¥ª²®°®¢ f

rs

(l

1

); g

rs

j

(l

2

); h

rs

j

(l

2

),

r > s, «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨±¨¬ , ¯® ²¥®°¥¬¥ ® ­¥¿¢­®© ´³­ª¶¨¨ ³° ¢­¥­¨¿ (3.12)

¬®¦­® ° §°¥¸¨²¼ ®²­®±¨²¥«¼­® · ±²¨ ¯¥°¥¬¥­­»µ p

1

= P

1

(p

2

), £¤¥ p

1

¨ p

2

|

· ±²¨ ¢¥ª²®°  p. �®£¤  ª®½´´¨¶¨¥­²» ¬­®£®·«¥­®¢ (3.13) § ¢¨±¿² ²®«¼ª®

®² ¢¥ª²®°  ¯ ° ¬¥²°®¢ p

2

, ¨ «¾¡ ¿ ª°¨¢ ¿ p

1

= P

1

(p

2

(")), p

2

= p

2

(") ³¤®-

¢«¥²¢®°¿¥² ¢±¥¬ ³±«®¢¨¿¬, ±²®¿¹¨¬ ¢ ¯®±«¥¤­¥© ±²°®ª¥ (3.10). �¥¯¥°¼ ¤«¿

¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» ¤®±² ²®·­® ­ ©²¨ ª°¨¢³¾ p

2

= p

2

("), ¨¬¥¾¹³¾

¯°®¨§¢®«¼­® ¢»¡° ­­®¥ ­ ¯° ¢«¥­¨¥ e

2

, ² ª®¥ ·²® ¢¥ª²®° e, ±®±² ¢«¥­­»©

¨§ e

1

= (dP

1

=dp

2

)e

2

¨ e

2

, ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¢±¥¬ ³±«®¢¨¿¬ (3.10) ¨ ¢±¥ ¬­®£®-

·«¥­» (3.13) ³±²®©·¨¢» ¢¤®«¼ ª°¨¢®© (³±«®¢¨¿ ¢ ¯®±«¥¤­¥© ±²°®ª¥ ¢ (3.10)

¢»¯®«­¿¾²±¿  ¢²®¬ ²¨·¥±ª¨ ¢ ±¨«³ ¢»¡®°  e

1

). �²  § ¤ ·  ±®¢¯ ¤ ¥² ± ²®©,

·²® ¡»«  °¥¸¥­  ¢ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ²¥®°¥¬» 3.

�°¨­ ¤«¥¦­®±²¼ ¬­®¦¥±²¢  (3.11) ª ± ²¥«¼­®¬³ ª®­³±³ ¤®ª §»¢ ¥²±¿  ­ -

«®£¨·­®. �¥®°¥¬  ¤®ª § ­ .

�±«¨ ª ¦¤®¬³ ·¨±²® ¬­¨¬®¬³ ±®¡±²¢¥­­®¬³ §­ ·¥­¨¾ ±®®²¢¥²±²¢³¥² ®¤­ 

¦®°¤ ­®¢  ª«¥²ª , ¬­®¦¥±²¢  (3.10) ¨ (3.11) ±®¢¯ ¤ ¾² ¨ ¿¢«¿¾²±¿ ª ± ²¥«¼-

­»¬ ª®­³±®¬ ¯® ²¥®°¥¬¥ 3. � ²¥®°¥¬ µ 3 ¨ 4 ¯°¥¤« £ ¥²±¿ ª®­±²°³ª²¨¢­»©

¬¥²®¤ ¤«¿ ¢»·¨±«¥­¨¿ ª ± ²¥«¼­®£® ª®­³±  ª ®¡« ±²¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¢ ²®·ª¥ ¥�¥

£° ­¨¶», ²°¥¡³¾¹¨© «¨¸¼ ¨­´®°¬ ¶¨¨ ® ¬ ²°¨¶¥ ¨ ¥�¥ ¯¥°¢»µ ¯°®¨§¢®¤­»µ

¯® ¯ ° ¬¥²° ¬ ¢ ¤ ­­®© ²®·ª¥.

� ±«³· ¥ ²¥®°¥¬» 3 ¤«¿ ­ µ®¦¤¥­¨¿ ª ± ²¥«¼­®£® ª®­³±  ¤®±² ²®·­® ¯°¨-

¢¥±²¨ ¬ ²°¨¶³ A

0

= A(p

0

) ª ¦®°¤ ­®¢®© ´®°¬¥ (1.1) ¨ ­ ©²¨ ¯°®¨§¢®¤­»¥

@A=@p

r

¢ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ²®·ª¥. � ¬¥²¨¬, ·²® ª®¬¯®­¥­²» ¢¥ª²®°®¢ (3.1)

¯°¥¤±² ¢«¿¾² ±®¡®© ±³¬¬³ ¯°®¨§¢¥¤¥­¨© ­¥ª®²®°®© ±²°®ª¨ ¬ ²°¨¶» C

�1

0

­ 

¬ ²°¨¶³ @A=@p

r

¨ ­  ­¥ª®²®°»© ±²®«¡¥¶ ¬ ²°¨¶» C

0

. �°¨ ½²®¬ § ¤¥©±²¢®-

¢ ­» «¨¸¼ ²¥ ±²®«¡¶» ¨ ±²°®ª¨ ¬ ²°¨¶ C

0

¨ C

�1

0

±®®²¢¥²±²¢¥­­®, ª®²®°»¥

®²¢¥· ¾² ¡«®ª ¬ ·¨±²® ¬­¨¬»µ ±®¡±²¢¥­­»µ §­ ·¥­¨©. �²®² ´ ª² ¯®§¢®«¿-

¥² ±®ª° ²¨²¼ ¢»·¨±«¥­¨¿ ¯°¨ ­ µ®¦¤¥­¨¨ ª ± ²¥«¼­®£® ª®­³± . �§ «¨­¥©­®©

 «£¥¡°» ¨§¢¥±²­®, ·²® ±²®«¡¶ ¬¨ ¬ ²°¨¶» C

0

, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬¨ ¡«®ª³ A

0

j

,

¿¢«¿¾²±¿ ±®¡±²¢¥­­»© ¨ ¯°¨±®¥¤¨­�¥­­»¥ ¢¥ª²®°» u

0

j

; : : : ; u

n

j

�1

j

±®¡±²¢¥­­®£®

§­ ·¥­¨¿ �

j

:

A

0

u

0

j

= �

j

u

0

j

;

A

0

u

1

j

= �

j

u

1

j

+ u

0

j

;

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

A

0

u

n

j

�1

j

= �

j

u

n

j

�1

j

+ u

n

j

�2

j

:

(3.14)

�®£¤  ±²°®ª¨ ¬ ²°¨¶» C

�1

0

, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ²®¬³ ¦¥ ¡«®ª³, ®¤­®§­ ·­®

®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ª ª ±«¥¤³¾¹¨¥ ¢ ®¡° ²­®¬ ¯®°¿¤ª¥ «¥¢»¥ ±®¡±²¢¥­­»© ¨ ¯°¨-

±®¥¤¨­�¥­­»¥ ¢¥ª²®°» v

n

j

�1

j

; : : : ; v

0

j

:
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v

0

j

A

0

= �

j

v

0

j

;

v

1

j

A

0

= �

j

v

1

j

+ v

0

j

;

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

v

n

j

�1

j

A

0

= �

j

v

n

j

�1

j

+ v

n

j

�2

j

;

(3.15)

³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿¬ ­®°¬¨°®¢ª¨

v

0

j

u

n

j

�1

j

= 1; v

l

j

u

n

j

�1

j

= 0; l = 1; : : : ; n

j

� 1: (3.16)

�±¯®«¼§³¿ ½²¨ ±¢®©±²¢  ¬ ²°¨¶ C

0

¨ C

�1

0

, ±®®²­®¸¥­¨¿ (3.1) ¬®¦­® § ¯¨± ²¼

¢ ¢¨¤¥

f(l

1

) =

�

n

0

�l

1

X

t=0

v

t

0

@A

@p

1

u

n

0

�l

1

�t

0

; : : : ;

n

0

�l

1

X

t=0

v

t

0

@A

@p

m

u

n

0

�l

1

�t

0

�

T

;

g

j

(l

2

) =

�

Re

n

j

�l

2

X

t=0

v

t

j

@A

@p

1

u

n

j

�l

2

�t

j

; : : : ;Re

n

j

�l

2

X

t=0

v

t

j

@A

@p

m

u

n

j

�l

2

�t

j

�

T

;

h

j

(l

3

) =

�

Im

n

j

�l

3

X

t=0

v

t

j

@A

@p

1

u

n

j

�l

3

�t

j

; : : : ; Im

n

j

�l

3

X

t=0

v

t

j

@A

@p

m

u

n

j

�l

3

�t

j

�

T

:

(3.17)

�°¨ ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¨ ±®®²­®¸¥­¨© (3.17) ¤«¿ ®²»±ª ­¨¿ ¢¥ª²®°®¢ f(l

1

),

g

j

(l

2

), h

j

(l

3

) ¤®±² ²®·­® ­ ©²¨ ¯° ¢»¥ ¨ «¥¢»¥ ±®¡±²¢¥­­»¥ ¨ ¯°¨±®¥¤¨­�¥­­»¥

¢¥ª²®°» ·¨±²® ¬­¨¬»µ ±®¡±²¢¥­­»µ §­ ·¥­¨©, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿¬

­®°¬¨°®¢ª¨ (3.16), ¨ ¯°®¨§¢®¤­»¥ @A=@p

r

, r = 1; : : : ;m, ¢ ²®·ª¥ p = p

0

.

�­ «®£¨·­»¥ ¢»° ¦¥­¨¿ ¬®¦­® ¯®«³·¨²¼ ¨ ¤«¿ ¢¥ª²®°®¢ (3.9). �«¿ ½²®-

£® ¢ (3.17) ¢¬¥±²® f(l

1

), g

j

(l

2

), h

j

(l

3

), u

t

j

, v

t

j

, n

0

, n

j

¤®±² ²®·­® ¯®¤±² -

¢¨²¼ f

rs

(l

1

), g

rs

j

(l

2

), h

rs

j

(l

3

), u

t

js

, v

t

jr

, n

0

0

, n

0

j

, £¤¥ n

0

0

= min(n

r

(�

0

); n

s

(�

0

)),

n

0

j

= min(n

r

(�

j

); n

s

(�

j

)),   u

t

jr

¨ v

t

jr

, t = 0; : : : ; n

r

(�

j

) � 1, | ¯° ¢»¥ ¨ «¥¢»¥

±®¡±²¢¥­­»¥ ¨ ¯°¨±®¥¤¨­�¥­­»¥ ¢¥ª²®°», ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ r-³ ¦®°¤ ­®¢®¬³

¡«®ª³ ±®¡±²¢¥­­®£® §­ ·¥­¨¿ �

j

. �°¨ ½²®¬ ³±«®¢¨¿ ­®°¬¨°®¢ª¨ ¤«¿ u

t

1

jr

; v

t

2

jr

¨¬¥¾² ¢¨¤ (3.16),   ¤«¿ u

t

1

jr

; v

t

2

js

, r 6= s, ¨¬¥¾² ¢¨¤

v

n

r

(�

j

)�1

jr

u

n

s

(�

j

)�t

js

= 0; t = 0; : : : ; n

0

j

; j = 0; : : : ; k:

� ¬¥· ­¨¥ 3. �¥®°¥¬» 3 ¨ 4 ¢¥°­» ¨ ¢ ±«³· ¥ ±¥¬¥©±²¢ ª®¬¯«¥ª±­»µ ¬ -

²°¨¶, § ¢¨±¿¹¨µ ®² ¢¥ª²®°  ¤¥©±²¢¨²¥«¼­»µ ¯ ° ¬¥²°®¢, ¥±«¨ ¢¥ª²®°» g

j

(l

1

),

h

j

(l

2

) ¨ g

rs

j

(l

1

), h

rs

j

(l

2

) ®¯°¥¤¥«¨²¼ ®²¤¥«¼­® ¤«¿ ª ¦¤®£® ·¨±²® ¬­¨¬®£® ±®¡-

±²¢¥­­®£® §­ ·¥­¨¿ ¬ ²°¨¶» A

0

(¢ ²®¬ ·¨±«¥ ¤«¿ ­³«¥¢®£® ¨ ¤«¿ ª ¦¤®£®

¨§ ª®¬¯«¥ª±­® ±®¯°¿¦�¥­­»µ, ¥±«¨ ² ª®¢»¥ ¨¬¥¾²±¿) ¨ ¨±ª«¾·¨²¼ ¨§ (3.2),

(3.10), (3.11) ±®®²­®¸¥­¨¿, ±®¤¥°¦ ¹¨¥ ¢¥ª²®°» f(l) ¨ f

rs

(l).

� ¬¥· ­¨¥ 4. �°¨ ° ±±¬®²°¥­¨¨ ±¥¬¥©±²¢ ¬ ²°¨¶ ®¡¹¥£® ¯®«®¦¥­¨¿

[1{3] ³±«®¢¨¥ «¨­¥©­®© ­¥§ ¢¨±¨¬®±²¨ ±¨±²¥¬» ¢¥ª²®°®¢ ¢ ²¥®°¥¬¥ 3 ¢»¯®«-

­¿¥²±¿. �²® ±¢¿§ ­® ± ²¥¬, ·²® ¢ ±«³· ¥ ®¡¹¥£® ¯®«®¦¥­¨¿ ª®° §¬¥°­®±²¼

¯®¢¥°µ­®±²¨ ¢ R

m

(±²° ² ), ­  ª®²®°®© ¬ ²°¨¶» A(p) ¨¬¥¾² ² ª®© ¦¥ ²¨¯
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¦®°¤ ­®¢®© ±²°³ª²³°» ·¨±²® ¬­¨¬»µ ±®¡±²¢¥­­»µ §­ ·¥­¨©, ·²® ¨ A

0

, ° ¢­ 

d

0

= n

0

+ 2n

1

+ : : :+ 2n

k

� k (ª®«¨·¥±²¢® ¯ ° ¬¥²°®¢ ¬¨­¨¢¥°± «¼­®© ¤¥´®°-

¬ ¶¨¨, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ·¨±²® ¬­¨¬»¬ ±®¡±²¢¥­­»¬ §­ ·¥­¨¿¬, ¬¨­³± ª®«¨-

·¥±²¢® ­¥­³«¥¢»µ ·¨±²® ¬­¨¬»µ ±®¡±²¢¥­­»µ §­ ·¥­¨©, ¢¥«¨·¨­  ª®²®°»µ ­ 

±²° ²¥ ¯°®¨§¢®«¼­ ). �  ½²®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ ®¯°¥¤¥«¥­® ¯®«¥ ¢¥ª²®°®¢ (3.1) (¯®

d

0

¢¥ª²®°®¢ ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥). �±«®¢¨¥ «¨­¥©­®© § ¢¨±¨¬®±²¨ ±¨±²¥¬» ½²¨µ

¢¥ª²®°®¢ ®¯°¥¤¥«¿¥² m ³° ¢­¥­¨©, £¤¥ ª®¬¯®­¥­²» ®¤­®£® ¢¥ª²®°  ®¯°¥¤¥-

«¿¾²±¿ ª ª «¨­¥©­ ¿ ª®¬¡¨­ ¶¨¿ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ª®¬¯®­¥­² ¤°³£¨µ ¢¥ª²®-

°®¢ ± (d

0

� 1)-¬ ¯°®¨§¢®«¼­»¬ ª®½´´¨¶¨¥­²®¬. �²¨ ³° ¢­¥­¨¿ ½ª¢¨¢ «¥­²­»

(m�d

0

+1)-³ ³° ¢­¥­¨¾, ­¥ ±®¤¥°¦ ¹¥¬³ ½²¨µ ª®½´´¨¶¨¥­²®¢. �® ² ª ª ª ° §-

¬¥°­®±²¼ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ¯®¢¥°µ­®±²¨ ° ¢­  m�d

0

(¬¥­¼¸¥, ·¥¬ ª®«¨·¥±²¢®

³° ¢­¥­¨©), ²® ¢ ±«³· ¥ ®¡¹¥£® ¯®«®¦¥­¨¿ ½²¨ ³° ¢­¥­¨¿ ­¥ ¨¬¥¾² °¥¸¥­¨¿,

²® ¥±²¼ ±¨±²¥¬  ¢¥ª²®°®¢ «¨­¥©­® ­¥§ ¢¨±¨¬ . �­ «®£¨·­®¥ ³²¢¥°¦¤¥­¨¥ ¢¥°-

­® ¨ ¢ ±«³· ¥ ²¥®°¥¬» 4. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ²¥®°¥¬» 3 ¨ 4 ¯°¨¬¥­¨¬» ¤«¿ ¢±¥µ

£° ­¨·­»µ ²®·¥ª ®¡« ±²¨ ³±²®©·¨¢®±²¨ ±¥¬¥©±²¢  ¬ ²°¨¶ ®¡¹¥£® ¯®«®¦¥­¨¿.

� ª«¾·¥­¨¥

� ­ ±²®¿¹¥© ° ¡®²¥ ­ ©¤¥­» ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿, ¯°¨¢®¤¿¹¨¥ ª®¬¯«¥ª±­»¥

¨ ¢¥¹¥±²¢¥­­»¥ ±¥¬¥©±²¢  ¬ ²°¨¶ ª ­®°¬ «¼­»¬ ´®°¬ ¬ (¬¨­¨¢¥°± «¼­»¬

¤¥´®°¬ ¶¨¿¬) ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ­ · «¼­®£® §­ ·¥­¨¿ ¢¥ª²®°  ¯ ° ¬¥²°®¢. � -

µ®¦¤¥­¨¥ ­®°¬ «¼­®© ´®°¬» ±¥¬¥©±²¢  ¬ ²°¨¶ ¢¬¥±²¥ ± ¯°¨¢®¤¿¹¨¬¨ ª ­¥©

¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿¬¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ±®¡®© ¯®«­³¾ ¯°®¶¥¤³°³ ¯°¨¢¥¤¥­¨¿ ª ­®°-

¬ «¼­®© ´®°¬¥ (1.2). �¥°¢»¬ ¸ £®¬ ¢ ­¥© ¿¢«¿¥²±¿ ¯°¨¢¥¤¥­¨¥ ¬ ²°¨¶»

A

0

= A(p

0

) ª ¦®°¤ ­®¢®© ´®°¬¥ (1.1) ¨ ®¯°¥¤¥«¥­¨¥ ¯® ­¥© ¢¨¤  ¬¨­¨¢¥°-

± «¼­®© ¤¥´®°¬ ¶¨¨ A

0

(p

0

) [1{3]. � «¥¥ ¯® ²¥®°¥¬¥ 1 ¨«¨ 2 ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®

­ µ®¤¿²±¿ ¯°®¨§¢®¤­»¥ ®²®¡° ¦¥­¨¿ p

0

= '(p) ¨ ±¥¬¥©±²¢ C(p), C

�1

(p) ¯®

¯ ° ¬¥²° ¬ ¢ ²®·ª¥ p = p

0

. �  ½²®¬ ½² ¯¥ ¨±¯®«¼§³¥²±¿ °¥ª³°°¥­²­ ¿ ¯°®-

¶¥¤³° , ±®±²®¿¹ ¿ ¨§ ¿¢­»µ ±®®²­®¸¥­¨©, ±®¤¥°¦ ¹¨µ «¨¸¼ ½«¥¬¥­² °­»¥

 °¨´¬¥²¨·¥±ª¨¥ ®¯¥° ¶¨¨. � ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¥¬ ¯®«³·¥­­»µ ¯°®¨§¢®¤­»µ ¨±-

ª®¬»¥ ´³­ª¶¨¨ p

0

= '(p), C(p) ¨ C

�1

(p) ­ µ®¤¿²±¿ ¢ ¢¨¤¥ °¿¤®¢ �¥©«®° .

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°¨¢¥¤¥­¨¥ ±¥¬¥©±²¢ ¬ ²°¨¶ ª ­®°¬ «¼­»¬ ´®°¬ ¬ ±² ­®-

¢¨²±¿ ³¤®¡­®© ¤«¿ ·¨±«¥­­®© °¥ «¨§ ¶¨¨ ¯°®¶¥¤³°®©.

�¯¥ª²° ­®°¬ «¼­®© ´®°¬» A

0

('(p)) ±®¢¯ ¤ ¥² ±® ±¯¥ª²°®¬ ± ¬®£® ±¥¬¥©-

±²¢  A(p), ­® ¬ ²°¨¶  A

0

¯°¨ ½²®¬ ±®¤¥°¦¨² ¬ «®¥ ª®«¨·¥±²¢® ­¥­³«¥¢»µ

½«¥¬¥­²®¢. �²® ¤¥« ¥² ½´´¥ª²¨¢­»¬ ¯°¨«®¦¥­¨¥ ­®°¬ «¼­»µ ´®°¬ (¯°¨

§­ ­¨¨ ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ p

0

= '(p)) ª ¨±±«¥¤®¢ ­¨¾ ° §«¨·­»µ ±¢®©±²¢ ±¯¥ª-

²°  ±¥¬¥©±²¢  A(p). � x 3 ¨±±«¥¤®¢ « ±¼ ®¡« ±²¼ ³±²®©·¨¢®±²¨ ±¥¬¥©±²¢  ¬ -

²°¨¶ ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ²®·ª¨ ¥�¥ £° ­¨¶». �«¿ ²®·ª¨ £° ­¨¶», ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥©

¯°®¨§¢®«¼­®¬³ ²¨¯³ ¬ ²°¨¶» A

0

, ­ ©¤¥­» · ±²¨ ª ± ²¥«¼­®£® ª®­³±  ª ®¡« -

±²¨ ³±²®©·¨¢®±²¨. � ±«³· ¥, ª®£¤  ª ¦¤®¬³ ·¨±²® ¬­¨¬®¬³ ±®¡±²¢¥­­®¬³

§­ ·¥­¨¾ ¬ ²°¨¶» A

0

±®®²¢¥²±²¢³¥² ®¤­  ¦®°¤ ­®¢  ª«¥²ª  ¯°®¨§¢®«¼­®£®
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° §¬¥° , ª ± ²¥«¼­»¥ ª®­³±» ­ ©¤¥­» ¯®«­®±²¼¾. �ª § «®±¼, ·²® ª ± ²¥«¼-

­»© ª®­³± ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯° ¢»¬¨ ¨ «¥¢»¬¨ ±®¡±²¢¥­­»¬¨ ¨ ¯°¨±®¥¤¨­�¥­­»¬¨

¢¥ª²®° ¬¨ ·¨±²® ¬­¨¬»µ ±®¡±²¢¥­­»µ §­ ·¥­¨© ¨ ¯¥°¢»¬¨ ¯°®¨§¢®¤­»¬¨ ¬ -

²°¨¶» ¯® ¯ ° ¬¥²° ¬ ¢ ¤ ­­®© ²®·ª¥ £° ­¨¶». �®®²­®¸¥­¨¿, ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨¥

ª ± ²¥«¼­»© ª®­³±, ¨¬¥¾² ¯°®±²®© ¢¨¤, ³¤®¡­» ¤«¿ ·¨±«¥­­»µ ° ±·¥²®¢ ¨

¬®£³² ¡»²¼ ¨±¯®«¼§®¢ ­» ¢ ° §«¨·­»µ ¯°¨ª« ¤­»µ § ¤ · µ ³±²®©·¨¢®±²¨.

�°®¬¥ ®¡« ±²¥© ³±²®©·¨¢®±²¨, ± ¯®¬®¹¼¾ ¯°¨¢¥¤¥­¨¿ ±¥¬¥©±²¢  ¬ ²°¨¶

ª ­®°¬ «¼­®© ´®°¬¥ ¬®¦­® ¨±±«¥¤®¢ ²¼ «®ª «¼­»¥ ±¢®©±²¢  ±¯¥ª²° «¼­®£®

° ¤¨³± , °¥¸ ²¼ § ¤ ·¨ ® ­ µ®¦¤¥­¨¨ ±®¡±²¢¥­­»µ §­ ·¥­¨© ¢®§¬³¹¥­­®©

¬ ²°¨¶» ¨ ². ¤. �°¨ ½²®¬ ­ ¨¡®«¥¥ ¯°®±²® ¨±±«¥¤³¾²±¿ ±®¡±²¢¥­­»¥ §­ ·¥-

­¨¿, ¯®«³· ¾¹¨¥±¿ ¯°¨ ° ±¯ ¤¥ ª° ²­®£® ±®¡±²¢¥­­®£® §­ ·¥­¨¿ ¬ ²°¨¶» A

0

± ®¤­®© ¦®°¤ ­®¢®© ª«¥²ª®©, ¯®±ª®«¼ª³ ®­¨ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ª ª ª®°­¨ ¬­®£®-

·«¥­  ± ¨§¢¥±²­»¬¨ ¨§ ²¥®°¥¬» 1 ª®½´´¨¶¨¥­² ¬¨.

�¢²®° ¡« £®¤ °¨² �. �. �¥©° ­¿­  §  ¢­¨¬ ­¨¥ ª ° ¡®²¥ ¨ ¯®«¥§­»¥ ±®¢¥-

²».
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