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В 1928 году Е.Л. Николаи впервые рассмотрел
задачу об устойчивости упругой системы, нагру�
женной следящими силами [1]. В этой работе он
поставил задачу об устойчивости прямолинейной
формы равновесия упругого стержня, один из
концов которого защемлен, а другой нагружен
сжимающей силой и скручивающим следящим
(тангенциальным) моментом. Николаи показал,
что в случае равных главных моментов инерции
сечения стержень не имеет статических форм по�
тери устойчивости, но теряет устойчивость дина�
мически при сколь угодно малых значениях скру�
чивающего момента. Этот эффект известен как
парадокс Николаи. В работах [1, 2] Е.Л. Николаи
показал, что наличие малой диссипации или не�
равенство главных моментов инерции сечения
стержня приводят к стабилизации системы. Эти
две важные статьи Е.Л. Николаи вошли в сборник
его избранных трудов [3]. Отметим, что для иссле�
дования неустойчивости тривиального решения и
анализа стабилизации стержня Николаи исполь�
зовал дискретную модель – с двумя степенями
свободы и сосредоточенной массой. О парадоксе
Николаи и развитии дальнейших исследований в
этой области см. [4].

В работе формулируется задача о неустойчиво�
сти консервативной системы с произвольным
числом степеней свободы при добавлении малых
неконсервативных сил (позиционных и диссипа�
тивных). Неустойчивость может возникнуть, ко�
гда консервативная система имеет кратную ча�
стоту колебаний. В терминах матриц возмущений
и собственных векторов, соответствующих дву�
кратной частоте, получена область неустойчиво�
сти. При отсутствии диссипации эта область
ограничена конической поверхностью. Получен�
ные результаты обобщаются на случай частоты
произвольной кратности. В частности, показано,
что добавление сколь угодно малых циркуляци�
онных сил типично приводит к дестабилизации

системы с кратной частотой. Затем наряду с не�
консервативными позиционными силами иссле�
дуется влияние малых диссипативных сил. Пока�
зано, что при добавлении сколь угодно малой
диссипации в общем случае область неустойчиво�
сти из конуса превращается в двуполостной гипер�
болоид, увеличиваясь при этом скачком (эффект
дестабилизации). Лишь при некоторых особых
значениях отношений коэффициентов демпфиро�
вания система стабилизируется малыми диссипа�
тивными силами.

В качестве континуального аналога потенци�
альной системы с малыми неконсервативными и
диссипативными силами рассматривается задача
Николаи об упругой устойчивости сжатого и
скрученного консольного стержня, при этом
приложенный крутящий момент считается тан�
генциальным. Получена формула для области
неустойчивости с учетом малого различия глав�
ных моментов инерции сечения стержня, а так�
же малых внутренних и внешних диссипативных
сил. Для описания внутреннего трения исполь�
зуется вязкоупругая модель Кельвина–Фойгта.
Исследована зависимость области неустойчиво�
сти от значения осевой силы. Оказалось, что по�
лученная формула для области неустойчивости
верна, если тангенциальный крутящий момент
заменить на аксиальный. Этот факт следует из
сопряженности соответствующих задач на соб�
ственные значения.

ВОЗМУЩЕНИЕ ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ 
СИСТЕМЫ С РАВНЫМИ ЧАСТОТАМИ

Линейная колебательная система с неконсер�
вативными позиционными силами описывается
уравнением

(1)

где q – вектор обобщенных координат произволь�
ной размерности, M – вещественная симметриче�
ская положительно определенная матрица масс,
вещественные матрицы P = PT и N = –NT описы�
вают потенциальные и неконсервативные позици�
онные (циркуляционные) силы соответственно.

Mq·· Cq+ 0, C P N+= =
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Уравнение (1) имеет решения вида q = uexp(λt), где
собственные значения λ и собственные векторы u
находятся из задачи на собственные значения

(2)

Очевидно, что наряду с λ величины –λ, , –
также являются собственными значениями, что
отражает свойство обратимости вещественной
системы (1) по времени. Следовательно, система
(1) устойчива, если все собственные значения λ
чисто мнимые и простые или полупростые (число
линейно независимых собственных векторов u
совпадает с алгебраической кратностью λ); см.,
например, [5]. Это условие устойчивости эквива�
лентно тому, что собственные значения μ в (2) ве�
щественные, положительные и простые или по�
лупростые. Отметим, что простые собственные
значения λ не могут сойти с мнимой оси при ма�
лом возмущении матриц системы. В противном
случае это означало бы появление также соб�

ственных значений – , т.е. увеличение общего
числа собственных значений. Поэтому граница
области устойчивости характеризуется кратными
нулевыми или кратными чисто мнимыми λ (нуле�
выми или кратными положительными μ).

В настоящей работе рассматривается случай,
когда матрицы системы имеют вид

(3)

где δM = δMT и δC ≠ δCT – малые возмущения
матриц устойчивой консервативной системы
M0  + P0q = 0 с положительно определенной мат�

рицей P0 =  > 0. Если собственные значения
консервативной системы λ = iω простые, то ма�
лые возмущения матриц δM и δC приводят к
сдвигу собственных значений λ по мнимой оси и
система остается устойчивой. Поэтому с точки

Cu μMu, μ λ2
.–= =

λ λ

λ

M M0 δM, C+ P0 δC,+= =

q··

P0
T

зрения устойчивости представляет интерес слу�
чай кратной частоты ω. 

Рассмотрим наиболее важный случай, когда
консервативная система имеет двукратную часто�
ту ω0 > 0. Отвечающие ей собственные векторы u1

и u2 определяются из уравнений и условий нор�
мировки 

(4)

При возмущении (3) собственные значения μ и
соответствующие собственные векторы u находят
в виде

(5)

где два значения поправки δμ и соответствующие
коэффициенты α1, α2 определяются из уравнений
(см. [5])

(6)

Система устойчива, если поправка δμ принимает
два различных вещественных значения, и не�
устойчива, когда δμ комплексные. Отсюда в пер�
вом приближении находим следующее условие
неустойчивости:

(7)

Это неравенство определяет внутреннюю часть
конуса в пространстве коэффициентов a12, a21,

 (см. рис. 1а). Возникновение конической

особенности в трехмерном пространстве пара�

P0ui μ0M0ui, uiM0uj δi j, μ0 ω0
2
,= = =

i j, 1 2.,=

μ μ0 δμ …, u+ + αiui δu …,+ +
i 1=

2

∑= =

aijαj

j 1=

2

∑ δμαi, aij ui
TδCuj ω0

2ui
TδMuj,–= =

i j, 1 2.,=

a11 a22–
2

����������������⎝ ⎠
⎛ ⎞

2

a12a21+ 0.<

a11 a22–
2

����������������

(а) (б)a12

0

a11−a22

a21a21

a12

0

a11−a22
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Рис. 1. Коническая особенность области устойчивости в случае возмущения системы с кратной частотой малыми не�
консервативными силами: а – без демпфирования, б – с демпфированием. Штриховая коническая поверхность обо�
значает границу области устойчивости в случае бесконечно малого демпфирования.
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метров закономерно, так как двукратное веще�
ственное полупростое собственное значение μ в
(2) определяет особенность коразмерности 3 на
бифуркационной диаграмме семейства несим�
метрических матриц [6].

Случай частоты ω0 произвольной кратности r
рассматривается аналогично. При этом индексы
i, j в (4)–(6) изменяются от 1 до r. Интересным яв�
ляется случай, когда δC ≡ δN = –δNT, т.е. к кон�
сервативной системе с кратной частотой добавля�
ются чисто циркуляционные силы. Тогда коэф�

фициенты aij = δNuj обладают свойством aij = –aji.
Поскольку в этом случае матрица i[ajk] эрмитова,
то все собственные значения матрицы [aij] про�
стые или полупростые и лежат на мнимой оси.
Если хотя бы одно из них ненулевое, то система
становится неустойчивой. Таким образом консер�
вативная система с кратной частотой ω0 дестаби�
лизируется малыми циркуляционными силами

δNq, если δNuj ≠ 0 для некоторых собственных
векторов, отвечающих ω0. Легко проверить на

конкретных примерах, что если δNuj = 0 для
всех собственных векторов, отвечающих ω0, то
система может остаться устойчивой. Дестабили�
зация потенциальной системы циркуляционны�
ми силами в случае, когда кратность ω0 совпадает
с размерностью системы, доказана в [7].

ВЛИЯНИЕ ДИССИПАТИВНЫХ СИЛ

Исследуем влияние малых диссипативных сил,
описываемых членом δD  с положительно опре�
деленной симметрической матрицей δD, добав�
ленным к левой части колебательной системы (1).
Тогда задача на собственные значения (2) прини�
мает вид

(8)

Хорошо известно, что добавление малых дисси�
пативных сил к устойчивой консервативной систе�

ме приводит к изменению Reδλ = – uTδDu < 0 для

каждого простого собственного значения λ = iω с
собственным вектором u (см., например, [5]).
В результате система становится асимптотически
устойчивой. Это же утверждение верно и при на�
личии малых неконсервативных сил, когда все
собственные значения λ чисто мнимые и простые
(в силу малости неконсервативных сил возмуще�
ния Reδλ определяются в первом приближении той
же формулой). Таким образом, и при наличии демп�
фирования основной интерес для анализа устойчи�
вости представляет случай кратной частоты.

В случае двукратной частоты ω0 консерватив�
ной системы анализ устойчивости проводится

ui
T

ui
T

ui
T

q·

λ2M λδD C+ +( )u 0.=

1
2
��

аналогично. При этом в уравнении (6), записан�
ном в терминах δμ = δ(–λ2) = –2iω0δλ, появляется
диссипативный член:

(9)

с коэффициентами демпфирования dkj = δDuj.
Условие асимптотической устойчивости требует
Reδλ < 0 для обоих корней δλ системы (9). Запи�
шем характеристическое уравнение системы (9) в
виде δλ2 + (D + iG)δλ + P + iN = 0 и применим
критерий устойчивости Бильхарца для полино�
мов с комплексными коэффициентами D > 0,
N2 – GDN < D2P (см., например, [5]). Первое усло�

вие D =  > 0 выполнено для положитель�

ной определенной матрицы демпфирования δD.
А второе неравенство, взятое с обратным знаком,
дает условие неустойчивости в виде

(10)

(11)

Из неравенства d11d22 –  > 0, верного для поло�
жительной определенной матрицы δD, следует

условие  +  < 1. Таким образом, последний
член в левой части (10) положительный. Условие
неустойчивости (10) зависит от трех независимых
величин d11, d22, d12 = d21, a12, a21 и a11 – a22. Это со�
гласуется с результатами теории особенностей,
согласно которой двукратное полупростое ком�
плексное собственное значение λ = iω0 определя�
ет особенность коразмерности 6 для семейств ве�
щественных матриц общего вида [6].

При фиксированных dij неравенство (10) опре�
деляет двуполостной гиперболоид в пространстве
(a11 – a22, a12, a21), форма которого существенно за�
висит от отношений коэффициентов демпфирова�
ния ξ1, ξ2 (рис. 1б). В случае ξ1 = ξ2 = 0 условие не�
устойчивости (10) принимает вид

(12)

При d → 0 это условие совпадает с условием не�
устойчивости (7) для системы без демпфирова�
ния. Наличие демпфирования d > 0 стабилизиру�
ет систему (уменьшает область неустойчивости).
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Данный случай характерен для систем, где крат�
ная частота ω0 возникает в результате симметрии.

Рассмотрим теперь случай, когда ξ1 ≠ 0 или ξ2 ≠ 0.
При стремлении коэффициентов демпфирова�
ния dij к нулю с фиксированными отношениями
ξ1, ξ2 предельная область неустойчивости получа�
ется из (10) при d = 0. Эта область шире области
неустойчивости системы без демпфирования (7),
так как правая часть в (10) положительна. Отсюда
следует, что учет малого демпфирования приво�
дит к конечному (скачкообразному) увеличению
области неустойчивости, зависящему от значе�
ний ξ1 и ξ2 (рис. 1). При этом соответствующие
границы (конусы) касаются лучей, лежащих в
плоскости ξ1(a11 – a22) + ξ2(a12 + a21) = 0, в которой
член в правой части (10) равен нулю. Этот фено�
мен дестабилизации аналогичен скачкообразно�
му увеличению зоны комбинационного резонан�
са при добавлении малого демпфирования (см.
[5, 8]). Имеется также аналогия с парадоксом де�
стабилизации Циглера, когда критический пара�
метр устойчивости циркуляционной системы
уменьшается на конечную величину при учете
сколь угодно малого демпфирования (см. [9, 4]).

Заметим, что В.В. Болотин [4] исследовал устой�
чивость системы с двумя степенями свободы и рав�
ными частотами при добавлении малых циркуля�
ционных и диссипативных сил. Для сравнения с его

результатами положим в (10) aij = βbij , a11 = a22 = 0,
d11 = g1, d22 = g2, d12 = 0 с параметром нагрузки β и

получим условие неустойчивости β2 b12b21 +
+ g1g2 < 0. Это неравенство согласуется с форму�
лой (1.100) в [4] для критического параметра на�
грузки

(13)

за исключением частоты ω0, пропущенной в зна�
менателе.

ПАРАДОКС НИКОЛАИ

Рассмотрим прямой упругий стержень длины
l, погонной массы m, постоянного поперечного
сечения с главными моментами инерции Jx, Jy и с
модулем упругости E. Стержень жестко защемлен
на одном конце и нагружен моментом L и осевой
силой P на свободном конце. Следуя [4], будем
рассматривать два вида момента: тангенциаль�
ный момент, направленный по касательной к оси
стержня на конце (рис. 2), и аксиальный момент,
параллельный оси z. В прямолинейном положе�
нии равновесия кручение стержня определяется

углом θ(z) = , где GId – крутильная жесткость.

ω0
2

ω0
2

β**
1

ω0

�����
g1g2

b12b21

�����������–=

Lz
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������

Малые колебания стержня около данного поло�
жения равновесия описываются уравнением

(14)

для функции прогиба q(z) = (qx, qy)
T, определяю�

щей отклонение оси стержня в направлении осей
x и y. В уравнении (14) точками и штрихами обо�
значены производные по времени и по z соответ�
ственно. Упругие силы описываются первым чле�
ном (EJq'')''. Здесь матрица моментов инерции
J(z) отвечает скрученному положению равнове�
сия, т.е. вычисляется для сечения стержня, повер�
нутого на угол θ(z):

(15)

Второй член LNq''' с матрицей N =  опреде�

ляет обобщенную силу, отвечающую моменту L.
В таком виде он был получен в [4] для осесиммет�
ричного стержня. Вид этого члена, однако, не зави�
сит от формы сечения стержня, так как обобщенная
сила определяется работой момента, приложенного
к концу стержня. Оставшиеся два члена Pq'' и m
отвечают осевой силе P и силе инерции соответ�
ственно. Граничные условия имеют вид [3, 4] 

(16)

Решения уравнений (14), (16) вида q(s, t) =
= u(s)exp(λt) определяются из краевой задачи на
собственные значения

(17)

с теми же граничными условиями (16) для u(s).
Прямым вычислением легко показать, что задачи
(17), (16), отвечающие тангенциальному и акси�
альному моментам, являются сопряженными.
Так как характеристические уравнения для со�
пряженных задач совпадают, задачи устойчивости
для случаев тангенциального и аксиального мо�
ментов эквивалентны. Далее будем рассматри�
вать случай тангенциального момента.

Запишем уравнение (14) с граничными усло�
виями в безразмерном виде

(18)

(19)

EJq''( )'' LNq''' Pq'' mq··+ + + 0=

J R Jy 0

0 Jx⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

RT
, R θcos θsin–

θsin θcos⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

.= =

0 1

1– 0⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

q··

z 0: q 0, q' 0;= = =

z 1: q'' 0, EJq''( )' Pq'+ 0= = =

тангенциальный момент( );

z = 1: EJq'' LNq'+  = 0, EJq''( )' LNq'' Pq'+ +  = 0

аксиальный момент( ).

EJu''( )'' LNu''' Pu''+ + mμu, μ λ2–= =

q·· Jq''( )'' LNq''' Pq''+ + + 0,=

z = 0: q = q' = 0; z 1: q'' = Jq''( )' Pq'+  = 0,=
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где введены безразмерные переменные и пара�
метры

(20)

с углом θ( ) = χ  и затем опущены тильды. За�
метим, что величина χ ~ 1. Уравнение (17) запи�
сывается в безразмерном виде

(21)

Будем исследовать устойчивость системы в пред�
положении малости момента |L| � 1 и асиммет�
рии сечения стержня |σ| � 1.

Для стержня с равными главными моментами
инерции сечения σ = 0 и в отсутствие тангенци�
ального момента L = 0 все собственные значения
λ = iω в силу симметрии двукратные и полупростые.
Соответствующие собственные формы определя�
ются в виде

(22)

где последнее соотношение есть условие норми�
ровки. Функция w(z) определяется краевой зада�
чей

(23)

Решения задачи (23) с учетом первых трех гранич�
ных условий имеют вид

(24)

где константа c определяется условием норми�
ровки в (22). Частоты ω находятся из характери�
стического уравнения, определяемого подстанов�
кой (24) в четвертое граничное условие в (23):

(25)

z̃  = z
l
�, t̃  = t

E Jx Jy+( )

2m0l 4
��������������������, q̃ = q

l
��, P̃ = 2Pl2

E Jx Jy+( )
��������������������,

L̃ 2Ll
E Jx Jy+( )
��������������������, χ

E Jx Jy+( )
2GId

��������������������, σ
Jy Jx–
Jx Jy+
������������,= = =

J̃ = I σK, I+  = 1 0

0 1⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

, K θ( ) = 2θcos 2θsin

2θsin 2θcos–⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

z̃ L̃ z̃

Ju''( )'' LNu''' Pu''+ + μu.=

u1
w z( )

0⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

, u2
0

w z( )⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

,= =

w2 zd

0

1

∫ 1,=

w '''' Pw''+ ω2w, w 0( ) w' 0( ) 0,= = =

w'' 1( ) w''' 1( ) Pw' 1( )+ 0.= =

w c r1
2 r1ch r2

2 r2cos+( ) r1 r2z r2 r1zsh–sin( )= +

+ cr1r2 r1 r1sh r2 r2sin+( ) r1zch r2zcos–( ),

rk
1–( )kP P2 4ω2++

2
����������������������������������������, k 1 2,,= =

2ω2 P2 2ω2+( ) r1 r2cosch Pω r1 r2sinsh–+ 0.=

Критическая эйлерова сила Pcr =  отвечает ча�

стоте ω = 0; предполагается, что P < Pcr.

При малых значениях |L| � 1 и |σ| � 1 уравне�
ние (21) содержит члены первого порядка мало�
сти σK(0)q'''' и LNq''' (пренебрегая членами второ�
го порядка малости в матрице моментов инерции:
θ = χLz → 0). Вариация собственного значения δμ
определяется уравнением (6), где коэффициенты
aij вычисляются аналогично путем подстановки
(5) в (21), (16), умножения обеих сторон диффе�

ренциального уравнения слева на  и интегри�
рования по z. В результате нескольких интегриро�
ваний по частям с использованием (22), (23) чле�
ны с δu пропадают, и находим

(26)

Тогда условие неустойчивости (7) для рассматри�
ваемой моды колебаний записывается в виде

(27)

Коэффициент bσ описывает влияние асиммет�
ричности (σ ≠ 0), приводящей к возникновению
критического значения момента Lcr = |bσσ| > 0. Из
формулы (27) следует, что стержень с равными
моментами инерции (σ = 0) теряет устойчивость
при сколь угодно малом значении тангенциаль�
ного момента L. Этот эффект известен как пара�
докс Николаи [1, 4]. Асимметричность сечения
дает стабилизирующий эффект при любой осевой
силе P < Pcr.

В качестве примера рассмотрим стержень эл�
липтического сечения, близкого к кругу радиуса
R, с полуосями R + δR и R. В этом случае Jy =

= , Jx = , и в первом при�

ближении по δR параметр σ = . Для этого

стержня при отсутствии продольной силы P = 0
формула для области неустойчивости (27) дает

(28)

с коэффициентом bc = 3.26. Для стержня этого же
сечения в рамках дискретной модели с двумя степе�
нями свободы согласно Николаи [2] получается

формула (28) с меньшим коэффициентом bd = .

π2

4
����

ui
T

aij[ ] w'2 1( )
2

������������ bσσ L–

L bσσ–⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

,=

bσ

2

w'2 1( )
������������ w''2 z.d

0

1

∫=

L2 bσ

2 σ2
.>

π R δR+( )3R
4

�������������������������� π R δR+( )R3

4
��������������������������

δR
R

�����

L2 bc
2 δR

R
�����⎝ ⎠

⎛ ⎞
2

>

8
3
��
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Таким образом, использование дискретной моде�
ли сужает область устойчивости.

Исследуем влияние на устойчивость малых
диссипативных сил, описываемых дополнитель�
ными членами в уравнении (18) вида ηe  (внеш�

нее трение) и ηi  (модель Кельвина–Фойгта
внутреннего трения) с безразмерными положи�
тельными коэффициентами ηe � 1, ηi � 1. С уче�
том малости σ в члене, описывающем внутреннее
трение, положено J = I. Граничное условие (19) на
свободном конце принимает вид

(29)

Коэффициенты диссипативных членов в (9) на�
ходятся в виде

(30)

q·

q'''· '

z 1: q'' 0, Jq''( )' ηiq'''· Pq'++ 0.= = =

dij ηδij, η ηe ηi w''2 z.d

0

1

∫+= =

В первом приближении область неустойчивости
определяется неравенством (12), записанном в
виде

(31)

Демпфирование стабилизирует систему, посколь�
ку здесь мы имеем дело со специальным случаем
ξ1 = ξ2 = 0 согласно (11). Стабилизирующий эф�
фект демпфирования и асимметричности сече�
ния впервые был обнаружен Е.Л. Николаи [1–3]
для модели безмассового упругого стержня с то�
чечной массой на конце с двумя степенями сво�
боды (см. также [4]). Соотношение (31) обобщает
эти эффекты на случай распределенной массы,
наличия осевой силы, внешнего и внутреннего
демпфирования. Эта же формула определяет об�
ласть неустойчивости для стержня, нагруженного
аксиальным моментом, так как соответствующие
задачи устойчивости эквивалентны.

Область неустойчивости стержня есть объеди�
нение областей неустойчивости (31), вычислен�
ных для всех частот 0 < ω1 < ω2 < … < ωn < …, опре�
деляемых уравнением (25). Численные расчеты
показывают, что для всех P < Pcr коэффициент bσ

быстро растет с увеличением номера моды коле�
баний n. Поэтому влияние асимметричности се�
чения на устойчивость в отсутствие демпфирова�
ния определяется первой модой колебаний с ча�
стотой ω1. Коэффициент bσ для первой моды
убывает с увеличением осевой силы P. Зависи�
мость bσ от P изображена на рис. 3 слева. Коэффи�
циент bη зависит от P и номера моды колебаний n,
причем зависимость от n немонотонная и имеет

место предел bη →  при n → ∞ (рис. 3 справа).

Так, например, при P = σ = 0 и наличии лишь
внешнего демпфирования (ηi = 0) получим усло�
вие неустойчивости |L| > bηηe, где bη = 0.9278 для
первой моды колебаний, bη = 0.482 для второй и

L2 bσ

2 σ2 bη

2 η2
, bη+> 2ω

w'2 1( )
������������.=

1
2
��

z

q

P

yx

Рис. 2. Стержень, нагруженный осевой силой P и тан�
генциальным моментом L.

2.52.01.51.00.50
P

3

2

1

n = 1

bσ

2.52.01.51.00.50
P

1.0

n = 3

0.2

0.8

0.6

0.4

bη

n = 2

n = 1

Рис. 3. Зависимости коэффициентов bσ и bη в условии неустойчивости (31) от безразмерной осевой силы P для различ�
ных мод колебаний n.
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bη ≈ 0.5 для более высоких мод. В [4] из анализа
первой моды было получено условие устойчиво�
сти стержня, нагруженного аксиальным момен�
том, в виде |L| < 0.93ηe (в наших обозначениях).
Ввиду эквивалентности задач устойчивости это
неравенство справедливо и в случае тангенциаль�
ного скручивающего момента. Однако коррект�
ное условие устойчивости определяется второй
модой и имеет вид |L| < 0.482ηe.

Авторы искренне признательны П.Е. Товстику
за его предложение исследовать парадокс Николаи.
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