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Д. С. Агафонцев1, 2, Е. А. Кузнецов2, 3, 4,  А. А. Майлыбаев5 
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Ввеɞение 
Несмотря на то что со времени классических работ Л. Ф. Ричардсона 

[1], А. Н. Колмогорова [2] и А. М. Обухова [3], посвященных гидродина-
мической турбулентности при больших числах Рейнольдса, Re 1� , про-
шло уже более 75 лет и достигнуто значительное понимание ее природы, 
проблема развитой турбулентности остается все еще до конца не решен-
ной. Главная причина состоит в том, что развитая гидродинамическая 
турбулентность ни в каком варианте не может быть изучена с помощью 
теории возмущений, в отличие, например, от волновой турбулентности.  

В волновой турбулентности есть два основополагающих фактора, оп-
ределяющих динамику волновой системы: линейная дисперсия волн и 
нелинейность. Если дисперсионные эффекты превалируют над нелиней-
ными, то в этом случае каждая волна с частотой Ω и волновым вектором k 
двигается долгое время свободно и только на больших расстояниях 

1L k −�  начинает испытывать влияние других волн из-за нелинейности. 
Это основание для применения к такому ансамблю волн статистического 
описания на основе теории возмущений. В результате мы приходим к тео-
рии слабой (волновой) турбулентности, описывающей поведение ансамбля 
волн на языке кинетических уравнений для волнового действия, представ-
ляющего собой классический предел чисел заполнения. На этом пути удает-
ся продвинуться достаточно далеко, в частности найти спектры турбулент-
ности как точные решения кинетических уравнений, получившие названия 
спектров Колмогорова — Ɂахарова (см., например, [4]). 

Эти решения характеризуются постоянным потоком энергии, числа 
частиц и т. д. Существенно, что данные решения не могут быть рассмот-
рены как термодинамически равновесные — они, как и спектр Колмого-
рова  — Обухова для развитой гидродинамической турбулентности, реа-
лизуются в инерционном интервале — промежуточной области между 
накачкой и затуханием — и характеризуются конечным значением потока 
того или иного интеграла движения. С ростом амплитуды (т. е. с усилени-
ем нелинейности) главную роль начинают играть когерентные структуры 
в виде солитонов, бризеров, вихрей, для которых нелинейность компенси-
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руется дисперсионными эффектами. Такие объекты иногда оказываются 
устойчивыми, часто — для интегрируемых моделей типа КДВ или НУШ. 
При этом турбулентность в интегрируемых моделях, получившая название 
интегрируемой, обладает рядом особенностей (см. недавнюю работу [5]). 
В случае неустойчивости когерентных структур типичным сценарием их 
нелинейного развития является коллапс — образование особенности за 
конечное время (см. обзор [6] и цитируемую там литературу). Классиче-
ские примеры — самофокусировка света в средах с керровской нелиней-
ностью и опрокидывание волн звукового типа.  

Если говорить о гидродинамике Эйлера, которая описывает турбу-
лентность в инерционном интервале, то она ни в каком пределе не может 
быть изучена пертурбативно. Ее гамильтониан, совпадающий с полной 
кинетической энергией жидкости, представляет собой гамильтониан взаи-
модействия (см., например, [7]). Таким образом, гидродинамика Эйлера есть 
система с предельно сильным нелинейным взаимодействием. Следует ожи-
дать поэтому, что для развитой гидродинамической турбулентности коге-
рентные структуры должны играть более существенную, а возможно — 
определяющую роль, нежели для волновой турбулентности. Нужно отме-
тить, что проблема взаимодействия когерентных структур и хаотических 
компонент — одна из центральных в современной теории турбулентности.  

Известно, что теория Колмогорова — Обухова [2, 3] описывает разви-
тую гидродинамическую турбулентность в инерционном интервале мас-
штабов — промежуточной области между длинноволновой накачкой и вяз-
ким затуханием. Размер этой области растет пропорционально 3/4Re .

 
В ос-

нове теории Колмогорова — Обухова лежат два важных предположения: 
•  турбулентность в инерционном интервале  однородна и изотропна; 
•  нелинейное взаимодействие между флуктуациями является ло-

кальным. 
Последнее означает, что взаимодействие между масштабами одного 

порядка превосходит взаимодействие между флуктуациями с сильно от-
личающимися масштабами. В случае стационарной турбулентности пове-
дение системы определяется (постоянным) потоком энергии P из области 
накачки в область затухания (по сути, основано на свойстве локальности). 
Спектр турбулентности — так называемый колмогоровский спектр — 
имеет универсальное поведение, определяемое единственной величиной 
P. По этой причине с точностью до константы CK (константы Колмогоро-
ва) спектр E(k) может быть получен исходя из соображений размерности. 
По размерности спектр E(k) представляет собой плотность энергии в фа-
зовом пространстве, умноженную на 24 kπ : 

2
2

3 2( ) 4 ,c PE k k F
k c kc

§ ·ρ= π ¨ ¸ρ ⋅© ¹
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где ρ — плотность (в дальнейшем равна 1), c — скорость света (введена из 
соображений удобства), а F — функция от безразмерного параметра 
P/(ρc2⋅kc). Очевидно, что спектр E(k) не должен зависеть от скорости све-
та, отсюда функция 2/3( ) = .F Cξ ξ  В результате мы приходим к колмого-
ровскому спектру 

2/3 5/3
К К( ) , 4 .E k C P k C C−= = π  

Данный вывод принадлежит Р. Ɂ. Сагдееву,  в этом выводе нет ничего,  
кроме соображений размерности. Из этих же соображений следует, что 
время перекачки энергии из энергосодержащих масштабов L в область 
диссипации конечно и определяется только L и P: 2/3 1/3.T L P−�  Флуктуа-
ции скорости и завихренности [ ]= ∇ ×Ȧ v  на масштабе "  даются соответ-
ственно следующими соотношениями: 

1/3 1/3 1/3 2/3, .P P −δ δω� �" "v  
Таким образом, для флуктуаций ω  мы имеем особенность при 0→"  

и конечном времени перекачки T, что указывает на возможность коллапса 
в трехмерной гидродинамике Эйлера. 

1. ɉреɞставление вихревых линий 
В сжимаемой гидродинамике (газодинамике) появление особенности 

за конечное время (коллапс) хорошо известно, оно обязано опрокидыва-
нию. В этом случае  одна «жидкая»  частица догоняет другую частицу, в 
результате чего происходит формирование бесконечных градиентов для 
характеристик газа — плотности и скорости. Главная причина опрокиды-
вания связана со сжимаемостью газа. С математической точки зрения этот 
процесс представляет собой формирование складки, что может быть опи-
сано на языке отображений, в данном случае отвечающих переходу от 
эйлерова описания к лагранжеву. Особенность возникает в точке обраще-
ния якобиана данного отображения в ноль. В несжимаемой гидродинами-
ке — гидродинамике Эйлера, казалось бы, нет причины  для опрокидыва-
ния, поскольку якобиан преобразования от эйлерова описания к лагражеву 
в силу несжимаемости тождественно равен 1. Несмотря на это, в несжи-
маемой гидродинамике есть сжимаемые объекты — непрерывно распре-
деленные вихревые линии, что следует из простого наблюдения. 

Рассмотрим уравнения движения завихренности [ ]= ∇ ×Ȧ v  идеаль-
ной жидкости, так называемые  уравнения Гельмгольца:  

rot [ ], div 0.t
∂ = × =∂
Ȧ v Ȧ v         (1) 

В силу векторного произведения только компонента скорости, нормальная 
к вихревой линии, vn, может изменить ω. При этом в ситуации общего по-
ложения div vn � 0, что является причиной сжимаемости непрерывно рас-
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пределенных вихревых линий [9, 10]. Компонента скорости, параллельная 
завихренности, не меняет завихренность, обеспечивая несжимаемость для 
полной скорости, div v = 0. 

Отметим, что уравнение (1) часто называют уравнением вмороженно-
сти. На самом деле вмороженность есть свойство этого уравнения, кото-
рое гласит, что всякая жидкая частица приклеена к своей вихревой линии 
и двигается вместе с ней. 

У частицы, таким образом, имеется только одна «свобода» — движе-
ние вдоль вихревой линии, которое, очевидно, не меняет завихренность. 
Поэтому vn есть скорость самой вихревой линии. Это утверждение имеет 
простое геометрическое объяснение. Всякая деформация вдоль произволь-
ной линии не изменяет ее — только поперечные деформации приводят к ее 
перемещению. Поэтому  движение вихревой линии определяется скоростью 
vn, находится из решения системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений для «новых» лагранжевых траекторий: 

( , ) при ( 0) ,n
d t tdt = = =r v r r a           (2) 

и это решение задает сжимаемое отображение ( , ).t=r r a Последнее есть 
следствие формулы Лиувилля, примененной к этому уравнению, 

div ,n
dJ Jdt = ⋅v     (3) 

где J — якобиан отображения. В силу div vn � 0 на  величину J не накла-
дывается никаких ограничений: якобиан может принимать произвольные 
значения, в том числе и нулевые. Уравнение (1) в терминах этого отобра-
жения допускает интегрирование:  

0( ( ) )( , ) ,at J
∇= Ȧ a rȦ r         (4) 

где 0 ( )Ȧ a  — начальное значение завихренности, которое имеет смысл 
инвариантов Коши (см., например, [7]). 

Уравнения (4) и (2) вместе с условием несжимаемости div v = 0 обра-
зуют замкнутую систему представления вихревых линий (ПВЛ), впервые 
введенного в работе [9] (см. также [8, 10]).   

Позднее стало ясно, что существование сжимаемых распределений 
для бездивергентных полей присуще всем вмороженным полям (магнит-
ное поле в идеальной МГД [15], ротор завихренности для двумерных те-
чений — di-vorticity [16] и т. д.). 

Поскольку завихренность в (4) в знаменателе содержит J, который 
принимает произвольные значения, то вероятность коллапса обеспечивает  
обращение якобиана J в ноль, что в ситуации общего положения может 
возникнуть сначала в отдельной точке. Такой сценарий оказался возмож-
ным для трехмерной интегрируемой гидродинамики [9, 11]. Трехмерная 
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интегрируемая гидродинамика получается из идеальной гидродинамики 
Эйлера в приближении локальной индукции. Эти уравнения интегрируют-
ся с помощью ПВЛ, в результате чего выясняется, что каждая вихревая 
нить представляет собой автономный объект, не взаимодействующий со 
всеми другими, но со своей нелинейной динамикой, которая описывается 
с помощью интегрируемого уравнения Ландау — Лифшица. Являясь сво-
бодной, каждая вихревая линия может догонять другую линию, т. е. про-
исходит опрокидывание вихревых линий. Как результат, в некоторой точ-
ке за конечное время якобиан ПВЛ обращается в ноль, что приводит к по-
явлению особенности для завихренности. Опрокидывание вихревых ли-
ний в трехмерной интегрируемой гидродинамике происходит благодаря 
сжимаемости вихревых линий, несмотря на несжимаемость потока [11]. 

Отметим, что до сих пор вопрос о коллапсе для гидродинамики Эйле-
ра остается дискуссионным, несмотря на большое количество численных 
и точных аналитических результатов (см. обзоры [12, 13] и цитируемую там 
литературу). От решения проблемы «есть коллапс или его нет» зависит на-
ше понимание природы развитой гидродинамической турбулентности.   

Основной вывод, который можно сделать исходя из сказанного, 
состоит в том, что в гидродинамике Эйлера существуют сжимаемые объ-
екты — это поле непрерывно распределенных вихревых линий. Интуи-
тивно ясно, что сжимаемость вихревых линий должна обеспечивать появ-
ление структур типа ударных волн, которые вначале возникают из-за оп-
рокидывания в отдельной точке, а затем область опрокидывания расширя-
ется, приводя к формированию каустики. Именно такие структуры — 
структуры блинного типа — наблюдаются в наших численных эксперимен-
тах [17—19]. Следует отметить, что впервые структуры такого типа наблю-
дались в численных экспериментах M. Браше с соавторами (1992) [20].  

Данная статья представляет собой обзор последних результатов, полу-
ченных нами в этом направлении. Основное внимание в статье уделяется 
численным результатам по моделированию процессов зарождения развитой 
( Re 1� ) турбулентности в рамках уравнений Эйлера. 

2. ɑисленное моɞелирование 
Вначале нужно сказать несколько слов об уравнениях, решаемых чис-

ленно, и применяемых численных схемах. В численных экспериментах  мы 
использовали прямое интегрирование уравнений Эйлера в терминах завих-
ренности, т. е. уравнений (1), а также интегрирование уравнений Эйлера 
 в представлении вихревых линий — формулы (2) и (4), которые были пере-
писаны в эйлеровом представлении. Последнее означает, что рассматрива-
лось не прямое отображение r = r(a, t), а обратное  a = a(r, t), для которого 
уравнения движения в соответствии с (2) записываются в виде 

( ) 0.nt
∂ + ∇ =∂
a v a    (5) 
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Соотношение (4) в терминах a(r, t) переписывается как  

0
1( , ) ( )[ ] .2t a aαβγ α β γ= ε ω ∇ ×∇Ȧ r a   (6) 

Уравнения (1), а также (5), (6) численно интегрировались в периодиче-
ском ящике 3( , , ) [ , ]x y z= ∈ −π πr  с использованием псевдоспектрального 
метода Рунге — Кутты четвертого порядка точности. Чтобы избежать влия-
ния неустойчивости на больших волновых числах (bottle-neck instability), 
использовалась фильтрация в фурье-пространстве на каждом шаге по вре-
мени с помощью функции отсечения, предложенной в работе [14], 

( ) 36
max

, ,
( ) exp 36 ( ) ,j

j
j x y z

k K
=

§ ·
ρ = −¨ ¸¨ ¸

© ¹
¦k   (7) 

где ( , , )x y zk k k=k  — волновой вектор, ( )
max 2j

jK N=  — максимальные вол-
новые числа и jN  — числа узлов решетки вдоль направлений  j = x, y, z, 

причем ( )
max .j

jk K≤  Функция (7) отсекает примерно 20 % спектра по краям 
спектрального пространства в каждом из трех направлений. Обратный 
оператор ротора в уравнении (1) вычислялся в фурье-пространстве (см., 
например, [17]). Адаптивный шаг по времени определялся с помощью  
критерия устойчивости CFL (Куранта — Фридрихса — Леви) с числом 
Куранта 0,5. 

Мы использовали адаптивную анизотропную прямоугольную решетку, 
которая является однородной в каждом направлении и подстраивается неза-
висимо вдоль каждой из трех координат. Алгоритм адаптации происходит 
от стандартного правила деалиасинга, оптимизированного для квадратич-
ной нелинейности уравнений Эйлера. На малых временах фурье-спектр ре-
шения сосредоточен на малых гармониках, тогда как высшие гармоники 
содержат численный шум. Мы отслеживали границу «сигнал — шум» до 
тех пор, пока она не достигнет ( )

max2 3jK  по любому из трех направлений  j = 
= x, y, z (детали см. в [17]). Ɂатем решетку переопределяли вдоль соответст-
вующего направления, используя фурье-интерполяцию, которая имеет 
ошибку, сравнимую с ошибкой округления. Пока моделирование выполня-
ется таким образом, ошибка алиасинга исключается, а влияние фурье-
фильтрации (7) на «содержащие сигнал» гармоники пренебрежимо мало.  

Все наши численные эксперименты начинались на кубической решет-
ке 1283. Когда общее число узлов достигало 10243, мы продолжали экспе-
римент на фиксированной решетке до тех пор, пока фурье-спектр завих-
ренности на ( )

max2 3jK  не превысит 10–13 от своего максимального значения 
вдоль любого из трех направлений  j (см. [17]). 

Начальные условия для всех численных экспериментов выбирались в 
виде сдвигового течения ux = sin z; uy = cos z (вырожденное ABC-течение) 



310 

и случайных возмущений, спектр которых был сосредоточен в области 
малых волновых чисел. Мы изменяли соотношение между регулярной 
(ABC-течение) и случайной компонентами. В первых двух экспериментах 
[17] это соотношение (по энергии) было порядка единицы. В последующих 
экспериментах [18] это соотношение изменялось в широких границах. 

3. ɑисленные резɭльтаты 
Во всех численных экспериментах мы наблюдали формирование 

структур блинного типа (вихревых слоев), толщины которых значительно 
меньше продольных размеров блина. Все эти структуры представляют 
собой области повышенной завихренности. Для каждой такой структуры 
можно определить ее размеры с помощью разложения вблизи локального 
максимума завихренности ωmax: 

max
1 ,2 ij i jH X X= ω + ∆ ∆Ȧ    (8) 

где ∆ɏ = x – xmax.  В этом случае собственные значения λn матрицы вторых 
производных | | ,ij i jH = ∂ ∂ Ȧ  вычисленных в локальном максимуме завих-
ренности, будут определять характерные размеры структуры: 

max2 / .n n= ω λ"  Максимальное значение 1λ  ( 1 2 3 )λ ≥ λ ≥ λ  задает тол-
щину блина, а собственный вектор, соответствующий этому собственному 
значению, — направление нормали к структуре типа блина. В собствен-
ных осях Hij разложение (8) записывается в виде 

2

max 2
1,2,3

1 .n

n n

a
=

§ ·
= ω −¨ ¸¨ ¸

© ¹
¦Ȧ

"
 

Следует отметить, что численное определение локальных максимумов за-
вихренности является нетривиальной задачей из-за специфической геомет-
рии блинообразных структур (соответствующие методы описаны в [17]).  

В данном разделе мы приведем  результаты численных экспериментов 
только для одних начальных условий (н. у.), помеченных в работе [17] 
как I1. Для этих н. у. соотношение между регулярной (ABC-течение) 
и случайной компонентами было порядка единицы. В работе [17] были 
представлены результаты формирования структур блинного типа для  
максимального времени счета tm1 = 6,89 с максимальной решеткой 
486 × 1024 × 2048. В работе [19]  для тех же начальных условий достигну-
то максимальное время tm2 = 7,75 с решеткой  972 × 2048 × 4096, в восемь 
раз большей по сравнению с решеткой в работе [17]. Для каждого из двух 
экспериментов разрешение решетки соответствовало 10—12 точкам по 
толщине самого тонкого блина (на уровне полумаксимума).  

 



311 

 

 
Рис. 1. Глобальный максимум завихренности как функция времени (a): по вер-
тикали логарифмическая шкала; пунктирная линия показывает наклон, пропор-
циональный 2e tβ , с β2 = 0,5; тонкая вертикальная линия отвечает максимальному 
времени моделирования tm1 = 6,89 [17]. Поведение модуля завихренности 
ω ≥ 0,85ωmax в разные моменты времени (б); различные оттенки черного цвета 
представляют собой  величины завихренности в средней плоскости блина: от тем-
ного для 0,85ωmax(t) до светлого для ωmax; структуры сдвинуты по вертикали для 
лучшей визуализации. Характерные пространственные масштабы 1"  (верхняя 
кривая), 2"  (средняя кривая) и 3"  (нижняя кривая) как функции времени (в); 

пунктирная линия указывает на наклон, пропорциональный 1e t−β , с β1 = 0,74 
 
На рисунке 1 представлена эволюция структуры, соответствующей 

глобальному максимуму завихренности. Из этих данных можно видеть, 
что область повышенной завихренности (рис. 1, б) представляет собой 
сжимающуюся в одном направлении структуру типа блина с растущей 
завихренностью. Толщина блина  уменьшается  экспоненциально с декре-
ментом β1 (рис. 1, в). Другие два размера изменяются незначительно. Мак-
симальная завихреность растет экспоненциально со временем с инкремен-
том β2 (рис. 1, a). Отношение показателей β2/β1 § 2/3. Таким образом, меж-
ду максимальной завихренностью ωmax и толщиной блина 1"  возникает 
следущее соотношение колмогоровского типа: 

2/3
max 1( ) ( )t t −ω � " . 

Этот результат был вначале получен численно в работе  [17], а затем под-
твержден для бóльшего интервала времени в работе [19].  

а б 

в 

ω
m

ax
 

t = 7,75
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Рис. 2. Нормированная компонента завихренности 2 max/ω ω  как функция автомо-
дельной переменной 1 1/aξ = "  в разные моменты времени (a): t у кривых растет 

сверху вниз. Сравнение логарифмических производных 1 1 1/β = − �" "  и 
2 max max/β = ω ω�  с градиентами скорости 1 1a−∂ ∂v и 2 2a∂ ∂v , полученными чис-

ленно в точке глобального максимума завихренности (б)  

 
Численное моделирование показывает, что вектор завихренности в ос-

новном лежит в плоскости блина (||n2). Другие компоненты завихренности 
оказываются малыми. Рисунок 2, а дает представление, как изменяется 
при прохождении глобального максимума завихренности компонента ω2, 
нормированная на максимальное значение завихренности ωmax, в зависи-
мости от координаты a1 вдоль нормали к блину. С хорошей точностью эта 
зависимость демонстрирует автомодельное поведение.  

3.1. Ɍоɱное реɲение ɭравнений ɗйлера 
как моɞель эволɸции блинообразных стрɭктɭр 

Для описания эволюции блинных структур было найдено точное ре-
шение уравнений Эйлера [19]. Пусть в декартовой системе a = a1n1 + 
+ a2n2 + a3n3 завихренность зависит только от a1 и имеет одну компоненту, 
параллельную оси a2. Тогда уравнение (1) допускает следующее решение: 

1
2 2 2

1
( , ) , ( ) ,( )

at t f t
§ ·′= ω ω = Ω ¨ ¸
© ¹

Ȧ a n
"

  (9) 

1 1
1

1 3 2 2
1

3 3

( )
( , ) ( ) ( ) ( ) .( )

( )

t a
at t t f t at

t a

−β§ ·
§ · ¨ ¸= − Ω + β¨ ¸ ¨ ¸© ¹ ¨ ¸β© ¹

v a n"
"

         (10) 

Ɂдесь ( )tΩ есть амплитуда завихренности, 1( )t"  — толщина блина, ( ),f ξ  
зависящая от автомодельной переменной 1 1( )a tξ = " , является произ-
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вольной функцией. Параметры 1 2( ), ( )t tβ β  и 3( ),tβ  определяющие растя-
гивающее поле скорости при больших a, имеют вид   

1 1 1 2 1 2 3, , 0,β = − β = Ω Ω −β + β + β =� �" "       (11) 

где точка означает дифференцирование по времени. Скорость (10) пред-
ставляет собой суперпозицию сдвигового течения 1 1 1 3( )f a−Ω n" "  и 
асимметричного потенциального растягивающего течения 

1 1 2 2 3 3( , , ).a a a−β β β  Давление в этом случае задается выражением, опреде-
ляемым только параметрами  iβ : 

22 2
2 2 2 31 2

0 1 1 2 2 3 3( ) ( ) ( ) .2 2 2
aa ap p= + β − β − β + β − β + β� � �      (12) 

Данное решение представляет собой обобщение решения, найденного в 
частном случае в работе [20]: 1 /

1 1,2 3e , 1 / , 0.t T T−Ω = = β = β ="  
Следует отметить, что распределение (9)—(12) имеет бесконечную 

энергию в R3. В частности, ввиду произвольности  Ω(t) и 1" (t) легко нахо-
дится решение, приводящее к появлению особенности за конечное время. 
Найденное новое решение, помимо произвольной функции f (ξ), характе-
ризуется безразмерным параметром асимметрии растягивающего потока 

2 3 2

2 3 1

2 1.β − β βσ = = −β + β β    (13) 

В наших численных экспериментах наблюдается почти экспоненциальное 
поведение для Ω(t) и для толщины 1" (t) (см. рис. 1, а, в), что соответствует 
постоянным значениям 1β , 2β  и 3β . В этом случае параметр асимметрии 
определяет степенной закон между амплитудой завихренности и толщи-
ной 1" (t): 

2
1

1

1( ) ( ) , .2t t −ς β σ +Ω ∝ ς = =β"   (14) 

В поперечном направлении для данного решения вариация скорости в 
плоскости блина на масштабе 1"  ведет себя как 1

3 1 1 .−ςδ ∝ Ω ∝" "v  Эта ва-
риация стремится к нулю при 1 0→"  и 1ς < . 

Следует отметить, что анзац (9)—(12) может быть применен и в слу-
чае уравнения Навье — Стокса, если считать функцию f зависящей также 

от времени. В этом случае  f определяется из уравнения 2
1

0tf fςς
ν− =
"

, где 

ν — коэффициент вязкости. После простой замены это уравнение сводит-
ся к уравнению теплопроводности. В случае осесимметричных течений 
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( 2 3 1 2β = β = β ) данное решение переходит в решение в виде вихря Лун-
дгрена [21].  

В работе [19] было проверено, что решение (9)—(12) хорошо согласу-
ется с результатами численного моделирования. Мы провели несколько 
проверок. Как это видно из рис. 2, а, автомодельная зависимость ( )f ξ  
(вдоль оси a1) хорошо согласуется с решением. Область автомодельности 
при больших ξ  должна сшиваться с основным течением. Важно отметить, 
что функция ( )f ξ  не является универсальной, она меняется при переходе 
от одного блина к другому, а также при изменении начальных условий.  

Другой тест связан со сравнением градиентов скорости. Для решения 
(9)—(12) 

1

2

2 3

0 0
0 0 .

0
i ja

−β§ ·
¨ ¸ª º∂ ∂ = β¬ ¼ ¨ ¸
¨ ¸−ω β© ¹

v        (15) 

На рисунке 2, б представлено сравнение при разных временах  лога-
рифмических производных 1 1 1β = − �" "  и 2 max maxβ = ω ω�  с градиентами 
скорости 1 1a− ∂ ∂v  и 2 2 ,a∂ ∂v  найденными в точке глобального макси-
мума завихренности. Можно видеть очень хорошее общее согласие, за 
исключением  большего  отклонения для 1 1a− ∂ ∂v  при t = 7. Это откло-
нение может быть связано с изменением (до 20 %) производной скорости 
в пределах толщины блина. В заключительный момент времени tm2 = 7,75 
в точке глобального максимума завихренности численно градиент скоро-
сти  равен 

0

0,72 0,04 0,03
0,11 0,53 0,09 ,

18,42 0,04 0,19
i ja =

− −§ ·
¨ ¸ª º∂ ∂ = − −¬ ¼ ¨ ¸
¨ ¸− −© ¹

av   (16) 

откуда видно, что имеется единственная большая компонента (3, 1), 
3 1 max .a∂ ∂ ≈ −ωv  Диагональные элементы очень хорошо согласуются с 

параметрами 1 0,74,−β = −  2 0,53β =  и 3 0,21β = , в то время как все остав-
шиеся компоненты: (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 3) и (3, 2) — оказываются 
малыми. 

Таким образом, в области максимума завихренности численное моде-
лирование дает очень хорошее согласие с точным решением. При больших 
расстояниях вдоль вихревого слоя его нормаль поворачивается (см.  
рис. 1, б) и согласие с точным решением нарушается. В действительности в 
каждой точке вихревого слоя при введении соответствующей системы ко-
ординат, ориентированной по нормали, точное решение локально хорошо 
согласуется с численным результатом моделирования.  
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Решение (9)—(12) не определяет связи между параметрами 1β  и 2 ,β  ко-
торые в численном эксперименте приводят к зависимости колмогоровского 
типа между максимальной завихренностью и толщиной вихревого слоя, 

max 1( ) ( ) , 2 3.t t −ςω ς ≈�C    (17) 
По нашему мнению, параметр ς  должен определяться исходя из сшивки 
точного решения (9)—(12) с областью, по размеру значительно превы-
шающей толщину вихревого слоя, т. е. нелокальным образом. Этот вопрос 
пока остается открытым.  

К сказанному следует добавить, что поведение завихрености во всех ло-
кальных максимумах удовлетворительно укладывается на зависимость 2 3  
для наклона на логарифмической плоскости ( max 1( ),tω C ) (рис. 3). 

 

 
Рис. 3. a — Соотношение между локальными максимумами завихренности 

max ( )tω  и соответствующими характерными толщинами 1( ).tC  Линии показывают 
эволюцию максимумов, жирные точки соответствуют времени tm2. Пунктирная 
линия соответствует степенному закону 2/3

max 1 .−ω ∝ "  б — Такой же график для 
других случайных начальных условий с финальной решеткой  1152 × 972 × 864 
(с меньшим пространственным разрешением)  

3.2. Сɠимаемость отобраɠения ɉВЛ 

В данном разделе мы приведем результаты численного моделирования 
уравнений Эйлера в представлении вихревых линий, т. е. в рамках уравне-
ний (5) и (6).  

Как отмечалось ранее, представление вихревых линий указывает на 
сжимаемость вихревых линий. Причем в силу (4) поведение завихренно-
сти существенно зависит от якобиана J. Особенно эта корреляция должна 
проявляться при уменьшении J и, соответственно, росте завихренности в 
ее максимальной точке. На рисунке 4 представлена зависимость от време-
ни минимума якобиана (с хорошей точностью соответствует максимуму 
завихренности) для н. у. I2 [17]. Логарифмическая шкала показывает, что 
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Рис. 4. Эволюция в логарифмической 
шкале локальных минимумов якобиана. 
Пунктирная линия соответствует накло-
ну, пропорциональному e ,Jt T−  2,9JT =  

 

min e c 2,9.Jt T
JJ T−∝ ≈  Это значение практически совпадает со временем 

нарастания максимальной завихренности Tω § 2,7. Вычисления в рамках 
ПВЛ также хорошо соотносятся с прямым интегрированием уравнений 
Эйлера. На рисунке 5 представлены две зависимости — логарифмической 
производной максимальной завихренности max[log ]d dt ω  и вычисленной 
в точке максимума завихренности дивергенции нормальной компоненты 
скорости, взятой со знаком минус, –div vn. Согласно (3) последняя величи-
на есть логарифмическая производная якобиана с соответствующим зна-
ком. Обе эти зависимости сильно взаимно коррелируют. Данные числен-
ные результаты показывают, что формирование структур блинного типа 
обязано сжимаемости вихревых линий. При этом минимуму якобиана со-
ответствует максимум завихренности. 

 

 

 
 
Рис. 5. Эволюция логарифмической 
производной max[log ]d dt ω  (верх-
няя линия) и –div vn (нижняя ли-
ния), вычисленных в точке гло-
бального максимума завихренно-
сти. Штрихпунктирная прямая ли-
ния соответствует инкременту 1/Tω 
роста max ,ω  где Tω § 2,7 

3.3. Спектры тɭрбɭлентности 
В настоящее время в численных экспериментах мы наблюдаем фор-

мирование структур блинного типа для всех рассматриваемых начальных 
условий (более 30) [17—19]. В ходе эволюции всех таких структур с высо-
кой завихренностью выполняется в той или иной степени соотношение 
колмогоровского типа 2 3

max ( ) ( ) .t t −ω �C  В нашей первой работе [17] пока-

J m
in

 

t 
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зано, что блины в x-пространстве порождают сильно анизотропные рас-
пределения в k-пространстве в виде джетов, вытянутых в направлениях, 
перпендикулярных блинам (рис. 6). Поскольку при эволюции блинов их 
толщина уменьшается, то, соответственно, анизотропия джетов растет со 
временем. Из-за этого мгновенный спектр турбулентности оказывается 
сильно изрезанным и анизотропным. Число структур блинного типа уве-
личивается, и, соответственно, растет число джетов. Каждый из джетов 
имеет свое угловое распределение порядка (kL)–1, где L — характерный 
продольный размер блина. С увеличением количества джеты начинают 
перекрываться в k-пространстве. Когда таких перекрытий достаточно мно-
го, в этих областях происходит формирование колмогоровского спектра 

5 3( )E k k −�  (рис. 7). Начальные условия IC1 [18] не содержат никакой 
начальной анизотропии. По этой причине после усреднения по углу колмо-
горовский спектр не наблюдается. Начальные условия IC2 и IC3 представ-
ляют собой суперпозицию сдвигового течения (вырожденное ABC-течение) 
 
 
Рис. 6. Изоповерхности модуля Фурье 
амплитуд завихренности (нормирован-
ных на максимальное значение)  

( ) 0,2=Ȧ k�  в k-пространстве при tm1. 
Сплошные линии показывают макси-
мальные k-векторы (нормированные на 

1
1
−C  для всех джетов) 
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Рис. 7. Спектр энергии Ek(t) в разные моменты времени для н. у. [18] IC1 (тип I) (a), 
IC2 (тип II) (б)  и IC3 (тип III) (в). Время у кривых растет снизу вверх 

 ky kx 

k z
 

E k
 

E k
 

E k
 

5 3
kE k −∝

5 3
kE k −∝

5 3
kE k −∝

 а  б 

 в 



318 

и изотропного гауссова шума. Анизотропия, порождаемая сдвиговым тече-
нием, обусловливает появление джетов с сильным угловым перекрытием, 
благодаря чему формируется колмогоровский спектр. Следует подчеркнуть, 
что неусредненный по углу спектр оказывается сильно анизотропным. Та-
ким образом, несмотря на колмогоровское поведение спектра, турбулент-
ность в условно инерционном интервале далека от изотропной и однород-
ной, по крайней мере для времен численного эксперимента. 

Ɂаклɸɱение 
В данной работе на основе представления вихревых линий, точного 

решения и прямого численного интегрирования уравнений Эйлера пока-
зано следующее: 

• на стадии возбуждения спектр турбулентности в инерционном ин-
тервале далек от изотропного; 

• основной вклад в спектр связан с появлением когерентных структур 
в виде блинов, которым в спектре турбулентности соответствуют джеты с 
растущей со временем анизотропией; 

• максимальная завихренность в блине и его ширина C связаны уни-
версальным соотношением колмогоровского типа 2 3

max
−ω �C , при этом 

рост завихренности и сужение структур блинного типа зависят от времени 
экспоненциально, без какой-либо тенденции к взрывному поведению; 

• найденное точное решение уравнений Эйлера хорошо согласуется с 
численным моделированием в области блина; 

• зарождение и развитие структур блинного типа  является следстви-
ем сжимаемости вихревых линий;  

• наблюдаемое увеличение числа таких структур приводит к форми-
рованию  колмогоровского спектра для полностью  невязких течений.  

Данная работа была поддержана Российским фондом фундаменталь-
ных исследований (грант 17-01-00622). Численные эксперименты выпол-
нялись в Новосибирском суперкомпьютерном центре (НГУ) и информа-
ционном центре Института фундаментальной и прикладной математики 
(IMPA, Рио-де-Жанейро). Д. С. Агафонцев благодарен за поддержку со 
стороны IMPA во время визитов в Бразилию. 
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